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1. Ergebnisdarstellung

Beispiel: - Aufnahme einer Weg-Zeit-Messung : t—x oder x(t)

_ t/s x/m V/ ms™
- Darstellung als Wertetabelle: > o1 S 00%
4 0.02 | 0.005
8 0.16 0.02
Resultat: Malzahl - Einheit z.B.v=22m/s
Achtung: Sl-Einheiten m, kg, s, A, K, cd, mol
Bahnkurve B
. 30 —
- Grafische Darstellung |, °
S 25 o
= 209 o
15 © <
10 ;
5 O
0 T
0 4 8 12 16
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L
t

L=72cm, t=13.3s —> v= = 0.054135559... m/s

Beachte die Messabweichungen: AL=1mm, At = 0.1s
72,1

L = (72,0 £0,1) cm t=(13,3+®%)s
Viin = cm/s = 0.053 656 71.. m/s
¥ = cm/s = 0.054 621 21.. m/s
AV ="2(Viax - Vimin ) = 0.000 482 24.. m/s

Formales Ergebnis: v =(0.054 135 559.. £ 0.000482 24.. ) m/s
Wie viele Stellen darf das Ergebnis haben?
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In nichts zeigt sich der Mangel an mathematischer Ausbildung mehr
als an einer Ubertrieben genauen Rechnung

(C.F.GauR)

Beachte:
Jedes Messergebnis ist mit einer Messunsicherheit
behaftet, die damit die signifikanten Stellen bestimmt!

Beispiel: Messung mit dem Zollstock L =135,3 cm
Messunsicherheit 1 mm

Die Anzahl der Ziffern eines Ergebnisses wird durch die
signifikanten Stellen gekennzeichnet!
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Signifikante Stellen

Bei jeder Ergebnisangabe sollte die letzte signifikante Stelle
des Ergebnisses an der gleichen Dezimalstelle stehen wie die

letzte signifikante Stelle der MelRunsicherheit.

v = (0.054 135 559 + 0.000 5) m/s

~

also: v=(0.0541x 0.0005) m/s

Beispiele: 92.8194 + 0.32 —— 92.82 + 0.32
0.003 421 6 + 0.000 22 — (3.42 £ 0.22)-10

Was bedeutet das?

Ohne erganzende Informationen: bei einer Einzelmessung erhalt man
mit 68% Wahrscheinlichkeit einen Meliwert zwischen (3.42 - 0.22)-10 -3
und (3.42 + 0.22)-10 -3
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Der Aussagewert von Messwerten wird durch die signifikanten
Stellen ( oder Ziffern) bestimmt.

Zahl signifikante Stellen
156.4 4
4.5300 5
0.0018=1.8 10 2
0.001800 = 1.800 -10°° 4

Multiplikation, Division, Radizieren: signifikante Stellen des Resultats sind durch
Zahl mit den wenigsten signifikanten Ziffern
gegeben

Beispiel: 48.0-943 =45 264 =45.3 - 103

Addition, Subtraktion: Das Endergebnis hat nach dem Komma
so viele signifikante Stellen wie die Zahl mit
den wenigsten signifikanten Stellen.

Beispiel: 3.16 + 2.7 =5.86 = 5.9
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3. Linearisierung

Das Auge kann nur die Gerade und den Kreis als geometrische
Elemente eindeutig identifizieren.

Y=AX+B

Wichtige Funktionsverlaufe konnen in Geradengleichungen
uberfuhrt werden:

Potenzfunktion: yzB-XA N Iny=A-Inx+InB
doppelt-geteiltes logarithmisches Papier

Exponentialfunktion: Y =B- e™” — Iny =A-x+InB

einfach-geteiltes logarithmisches Papier
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Counts

Exponentialgesetze

y=B.e** — Iny=A-x+InB

Beispiel: radioaktiver Zerfall N=N,-e*”*
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§
10 -
e, oo | N
0 1‘0 15 20 0 é 1‘0 1‘5 20
Dicke / mm Dicke / mm
Einfach-logarithmische
Darstellung
Wintersemester 2009 8

36 Blatt



Weg /' m

Potenzgesetze

y=B-x" - Iny=A-Inx+InB
e g
Beispiel: freier Fall S = > -
1400 L 10000 /
1200
°
1000 - ° 1000
800 | ® S
o > 100 -
600 - § /
@
400 - ° 10 4 /
200 L /
oo—0 @ : : : : 1 ‘
0 2 8 10 12 14 16 1 10 100
Zeit /s Zeit /s
Doppelt-logarithmische Darstellung
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Leitféahigkeit / m/Ohm

Darstellung von e const/T

E
Beispiel: elektrische Leitfahigkeit im Halbleiter  o(T)=0,-€ %'
550 1000
500 - ? *
. E
450 % \\‘\
400 :‘g
350 g * E’
300 T T
250 300 350 400 450 500 100 T
Temperatur / K 0.002 0.003 0.004
1/Temperatur / 1/K
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4. Ausgleichsgerade - lineare Regression

Problem: Messwerte streuen infolge Messabweichungen um eine
Gerade.

Gesucht ist diejenige Gerade, die den Messwerten am
besten entspricht :

Ausgleichsgerade

35

30 - .

25

15

Ordinatenwert

T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Abszissenwert
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20

Melwerte: (x:, V)
Ausgleichsgerade: y=A-x+B
@

10 A

Ordinatenwert

Abszissenwert

ldee: A und B so wahlen, dal} die Abweichungen der
MelRwerte von der Ausgleichsgeraden minimal
werden >>> (Methode der kleinsten Quadrate)
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Ordinatenwert

20

10 A

Mel3werte: (X, V;)

Ausgleichsgerade:

y=Ax+B

Abszissenwert

>, (Abweichungen)? = Minimum
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4 Falls X; genauer als Y, gemessen wurde:

> &= Minimum

& =f (A,B)
—>

i . 0 e?)oA=0!

X 0(Xe2)/dB=0

Auflosung der beiden Gleichungen nach den 2 Unbekannten A
und B. Einflhrung der Mittelwerte x und y sowie der Varianz Q,,
und Kovarianz Q,, .

Wintersemester 2009 14
36 Blatt



Falls X, genauer als Y, gemessen wurde:
2€2 = Minimum
& =T (A,B)
—>

i . (T e)A=0!
X 0(Xc2)/oB=0!

0.=3(x 3)
éh:é}ﬂ—@(%—ﬂ
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5. Messabweichungen

Messabweichung = Messwert - wahrer Wert
DIN 1319-1

Systematische Messabweichungen :
- bei Wiederholung der Messung reproduzierbar

- schwer erkennbar - aber korrigierbar
z.B. Anzeigefehler, Schlupf, Spannungsabfall ..

Zufallige Messabweichungen, (auch: statistische M.a.):
- konnen positiv und negativ sein (,streuen®)
- Haufigkeit nimmt mit der GrofRe ab
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.... die Normenarbeit geht weiter: INC-1 (1980)

Nicht mehr Unterteilung in systematische und zufallige
Messabweichungen mehr sondern in:

Standardunsicherheit vom Typ A:

bei Wiederholmessung u, = SY

Standardunsicherheit vom Typ B:

wissenschaftliche Beurteilung aller Informationen Uber die
mogliche Streuung der Messgrolden:
Fehlergrenzen, Herstellerangaben, .........

Dann Annahmen uber den Verteilungstyp,

Angabe der kombinierten Standardunsicherheit (Quadratisches
Fortpflanzungsgesetz)
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Wiederholmessungen

Zur genauen Bestimmung der MeRgroltey __

wird die Messung mehrfach wiederholt: Meftwerte y, miti=1..n

Aus der Messstatistik der y; ( = Stichprobe) konnen der Mittelwert y und
die empirische Standardabweichung s bestimmt werden.

S2 heildt empirische Varianz der Stichprobe.

Indirekte Messungen

Die Mel3grofe y hangt in bekannter Weise von mehreren MelRwerten x; ab:
y =f(Xq, Xy o0 Xo)-

Die Mefunsicherheit von y wird durch Fortpflanzungsgesetze
beschrieben ( linear oder quadratisch ).
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6. Haufigkeitsverteilungen

— statistisch

Ursachen der Zufdlligkeit. — nichtlinear

Haufigkeitsverteilung

der Messwerte ist
darstellbar als
Histogramm

— unvorhersehbar

Wintersemester 2009
36 Blatt

19



Histogramm bel unterschiedlichen Intervallgrossen

Anzahl der Ergebnisse n o Jn fiir n <1000
Anzahl der Intervalle K 10-lgn  fiir n>1000
Histogramim
sO00 fF T T T T T T T T T T T T T T T =
[ w Groppes uor 10cm
I Lo B« Grappes uow Scm
I i« Grappes uor 1cm
Eg 300
&
E 200
T
100
n]

130 140 150 160 170 130 120 200 210
Grafke der Person §F cm S
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Lageparameter der Haufigkeitsverteilung

30

T
'_q;; 20 Vo |
S arianz
[€m—
3 10
]
T
M Messwert

Mittelwert

Verteilungsfunktion dUrch Mittelwert und
DispersionsgrofRe (z.B. VVarianz s?) charakterisieren

n —

)

Sz(}):ig..(x,_;) _
= n-1

Varianz bezuglich eines anderen Wertes B
S2(B)=5*(x)+(B-x)
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Experiment - Theorie

Stichprobe | «—— Grundgesamtheit,
Modellverteilung

30

20 A

10

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Experiment Theorie
X v
S:\/2<x—§>2 UZJZ(x—y)Z
n—1] n
SZZX_Z—;2 0'2:X_2—,u2
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Mittelwerte

MeRwerte {y} N

Mittelwerte - arithmetisch: ; =

- geometrisch: )72{/ VWYV,
. N
- quadratisch : y = —-Zy,-
n -

- Median: steht in der Mitte

Warum wird der arithmetische Mittelwert bevorzugt?
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Eigenschaften des arithmetischen Mittelwerts
- Summe aller Fehler verschwindet: Z (y.—»)=0
=1
0 3 2
- Summe der Fehlerquadrate ist minimal: EZ(% -y) =0
i=1

Standardabweichung = Breite der Messwertverteilung um Mittelwert

= Wurzel aus Varianz

Sy, - P
n-—1

Standardabweichung s: g = \/
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Betrachtung von mehreren Stichproben.

Wie breit ist die Verteilung der Mittelwerte?

Hierzu folgt ein simuliertes Beispiel

Wintersemester 2009
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Gemessen wird die Gesamtaugenzahl X von 5 Wurfeln,
jeweils gemittelt uber n =100 Wurfe

Einzelmessungen Mittelung uber alle
der Stichprobe: Stichproben:
_ — 1 — S
: X N Z,;‘ * N n
Mittelwert | Standardabweichung Mittelwert | Standardabweichung
16,95 4,18
16,91 4.1
17 3,43
17,42 3,45
18,2 3,9 17,47 0,39
DAL 374
Mittelwert und Mittelwert und
Standardabweichung der Stichprobe Standardabweichung des Mittelwerts
17,49 1 | | |
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Schluldfolgerungen fur die Streuung der Mittelwerte

— 1 MeRreihe liefert die Messwerte x;, aus denen der Mittelwert X,
und die Streuung s; der Messwerte um den Mittelwert berechnet

werden.

— Die Mittelwerte Z vieler Messreihen verteilen sich mit der
Streuung S} um den wahrscheinlichsten Mittelwert X

Es qgilt bei Messreihe mit Stichprobenumfang n fur die
Standardabweichung des Mittelwerts (= Standardunsicherheit):
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/. Fortpflanzung von Messabweichungen
7.1 systematische Messabweichungen

Gesucht ist eine obere Schranke AZ
fur die Messunsicherheit der indirekt gemessenen Grole Z,
die aus mehreren unsicheren Einzelgrof3en bestimmt wird !

Z=f(X)Y) AZ= (ﬁj AX + (ﬂj . AY

oX oY
Z=XztY AZ = AX + AY
Z=XY ANZ/Z = AXIX + AYIY

Im Praktikum werden gewohnlich die Mel3dabweichungen mit
1..2 signifkanten Ziffern angegeben.
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7.2 zufallige Messabweichungen
(Gaul3sches Fehlerfortpflanzungsgesetz)
« Z=1(X)Y)
« Unkorrelierte und zufallige Messabweichungen bei X und Y

 Standardabweichungen s, und s,

Gesucht ist die wahrscheinlichste Standardabweichung von Z!

Z=1(X)Y) bekannt: sy, sy gesucht: s,

S. = (a—f 2-52+(a—]c =
27\ lax )y X Tlav ), Y

s, wird nach DIN 1319 kombinierte Standardunsicherheit genannt

Wintersemester 2009
36 Blatt

29



Gauldsches Fehlerfortpflanzungsgesetz

s.= [[L)2.g2, [ )22
27\ lax )y X Tlav ), Y

Z=X+Y Szz=Sx2"‘SY2
2 2 —\?2
Z=XY Z| =X | 4|
/ X Y
Z=x" S, = Sy N
Z=InX Sz =sx/ X
Z=ex Sz = Sx Z

Wintersemester 2009
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1. Beispiel fur Fehlerfortpflanzung

(zufallige Meldabweichungen)

4-7%-1

Messung von g mit einem einfachen Pendel g =g(/,T) = 72

2 2
Abschatzung der Messunsicherheit: 5_g — \/(ﬂj 4+ (zﬂj
g [ T

mit %zO,l% und 5—7?20,4%

wird . % =0,4%
g

Wintersemester 2009
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2. Beispiel fur Fehlerfortpflanzung

(zufallige Meldabweichungen)

: _ m m—m,
Bestimmung der Dichte von Luft: P =—=

V 4
V=16.73

+ 0.21 cm?
m, = 10.3420 + 0.0020 g
+

m, = 10.3210 + 0.0020 g
Abschatzung der Messunsicherheit:

ORI

) \/0.00202+o.00202 0.21 \/

——_+(0.013)* ~0.14
0.021° 16 73 100
> = 0.14
also: ; -
Wintersemester 2009
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8. Genauigkeit der linearen Regression

1
Y =A-X+B gegeben: o, mit 0;:WZ(YZ.—A-XZ.—B)2

2 2
0A OB
8.1 gesucht: o,,05, o :Z(G—K.GYJ o’ :Z[az .Gyj
2.B. fiir o XX (B Y)Y X (XY XY
Nenner
0B ZXZ XX 5 0B :N'(ZXZ)Z—ZXZ-(ZX): 3 x?
oY. Nenner j 6Yj Nenner? Nenner
J
02: O-)€°ZX1'2 : 051: N'J}% :
VT () N -(E)
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Ordinatenwert

8.2

20

8. Genauigkeit der linearen Regression

Was bedeutet der Korrelationskoeffizient?

10 A

* Vertikale Abweichungen minimiert:
y=Ax+B
Horizontale Abweichungen minimiert

X=A"y+B

5 10
Abszissenwert

2
Bestimmtheitsmalt R2 = A'A' pr__ Yo
Korrelationskoeffizient R Qxx 'ny
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Anhang

Literatur
Bestimmung der Standardunsicherheit

Ablaufschema zur Bestimmung der
Messunsicherheit einer direkt gemessenen
Grolde

Beispiel: Fadenpendel mit gro3er Auslenkung
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