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124 - Longitudinal schwingende Zylinderstabe

1. Aufgaben

11

1.2

Nehmen Sie die Resonanzkurven von zwei diinnen Staben (Aluminium, Messing) in der 1.
Ordnung auf. Bestimmen Sie aus der Periodendauer T; die Schallgeschwindigkeit ¢ und den
Elastizitatsmodul E sowie aus der Breite der Resonanzkurve die Giite Q der Stabschwingung
und die dynamische Viskositat n des Materials.

Messen Sie die Resonanzperiodendauern T, eines dicken Stahlstabes in den Ordnungen n =1,
2,3, ...,10 (...20). Ermitteln Sie daraus die Schallgeschwindigkeit c, den Elastizitatsmodul E
und den Torsionsmodul G.

2. Grundlagen

Stichworte:
Schwingungsgleichung, Schallwelle, Resonanz, Bandbreite, Giite, Elastizitatsmodul, Poissonzahl

2.1 Diinne Stabe

Longitudinale Deformationswellen pflanzen sich in einem diinnen elastischen Stab mit der
Geschwindigkeit

c= |E (1).

fort. Dabei ist E der Elastizititsmodul und p die Dichte des Stabmaterials. Die Herleitung
dieser Beziehung finden Sie im Anhang. Die Wellenldnge der Deformationswelle betragt:

r=c-T (2),

wobei T die Periodendauer der Schwingung ist. Der Stab gerat in Resonanz, d.h. es bilden
sich genau dann stehende Wellen im Stab, wenn die Stablénge I ein ganzzahliges Vielfaches
der halben Wellenlénge A ist (siehe Bild 1):

n=1,23,... A).

A
Il=n—
2
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Bild 1: Stehende Wellen in einem longitudinal schwingenden Stab (Enden nicht eingespannt).

An den freien Stabenden ergeben sich Schwingungsbéuche. Aus den Gleichungen (2) und (3)
lasst sich die Resonanzperiodendauer T, der Stabschwingung in Abhangigkeit der Ordnung n
berechnen

T,=2=2=21 ).

Aus den Messwerten der Resonanzperiodendauern kann man mit Hilfe der Gleichung (1) und
(4) den Elastizitatsmodul bestimmen:

21 |p
T,=— .[— 5
= AE (5)
und daraus
2.1 Y
E = . . 6).
(n.TnJ P (6)

Wird p durch die Masse m und das VVolumen des Stabes ausgedriickt, so ergibt sich:

16 ml

SR eny "

Dabei ist d der Durchmesser des Stabes.

124-Longitudinal schwingende Zylinderstébe Seite 2 von 9 09/12



Friedrich-Schiller-Universitat Jena Physikalisches Grundpraktikum

2.2 Der geddampfte Oszillator

Eine periodische Kraft F(t) = F - el®t wirke auf das Stabende ein. Das zeitliche Verhalten der
Auslenkung u(Xo, t) der longitudinalen Stabschwingung l&sst sich an einem festen Ort xo (z.B.
an einem der Stabenden) durch die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators

w(t) + B - u() + wg - ul) = F() (8)

beschreiben. Dabei sind § die Dampfungskonstante des Oszillators, F(t) die duRere Erregung
und o die Resonanzfrequenz, die von der Schallgeschwindigkeit ¢ und der Stabléange | ab-
héangt:

2n mThnc

T, |

Oy =

(9).

Die Differentialgleichung (8) lasst sich mit dem Ansatz
u@t) = U(o)-e'®"

l6sen, wobei U(w) komplexwertig ist. |U(w)| ist die Amplitude der Schwingung und
arg{U(w)} ihre Phase. Durch Einsetzen von u(t) und F(t) in GI.(8) ergibt sich:

~ o’ U() + ipoU()+oj U()=F
bzw.:

— F = F
)= W — ' +iop  (0+0,)(0-0,) +iop -

In der Néhe der Resonanzfrequanz (o =~ wo) gilt

U) = (12)

und

Die Abhangigkeit der Amplitude der Stabschwingung |U(»)| von der Erregerfrequenz o ist in

Bild 2 dargestellt.

L . 1 . .
ist die Amplitude auf das — -fache ihres Maximalwertes abgefallen. Den Frequenzabstand

N

An den Stellen

®, — 0 =P (12)
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Bild 2: Amplitude des geddmpften Oszillators in Abhangigkeit von der Erregerfrequenz.

nennt man die Bandbreite des schwingungsfahigen Systems. Die Gute Q (oder Finesse) des
Resonanzsystems wird durch
®

s 13
5 (13)

Q:

definiert. Fur den Fall geringer Dampfung B <« ® bzw. Q > 1 kann man Q von GI.(13) auch
unter Verwendung der Periodendauern ausdriicken

Tn
= 14).
TO_T® (14)

Q
Dabei sind
2n

27T
= und TO® =
0 ®;

T =

diejenigen Periodendauern, bei denen die Amplitude auf das L -fache ihres Maximalwertes

V2

abgefallen ist (siehe Bild 3).

In jedem elastischen Material wird bei periodischer Anregung ein Bruchteil der Schwin-
gungsenergie in Wé&rme umgewandelt. Dadurch entsteht eine gedampfte Schwingung, wobei
entsprechend GI.(12) die Bandbreite durch die Ddmpfung bestimmt wird. Bei gegebener
Schwingungsamplitude ist die Schwingungsenergie proportional zum Elastizitdtsmodul E und
die, in Warme umgewandelte, Energie proportional zu E/Q. Die Gute Q hé&ngt entsprechend
GI.(13) mit der Bandbreite zusammen.
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Bild 3: Amplitude des gedampften Oszillators in Abhéngigkeit von der Periodendauer.

In stromenden Fllssigkeiten wird die Reibungsenergie durch die dynamische Viskositat n
bedingt. In Analogie zu den Fluiden definiert man auch in Festkdrpern eine Viskositét n
E
n= (15).
Q-0

Die Viskositat n hat die Einheit Pa-s. Unter Benutzung von Gl.(14) findet man

E(T(l) _ T(Z))
n _ n ZT[ n

Dabei ist E der in Aufgabe 1.1 bestimmte Elastizitdtsmodul. Beachten Sie, dass sich bei stati-

scher Belastung die Zahigkeit nicht bemerkbar macht!

2.3 Dicke Stabe
In dicken Stdben macht sich die Querkontraktion des Materials bemerkbar. Dadurch ver-

langert sich die Resonanzperiode T, eines dicken Stabes vom Durchmesser d gegentiber der-
jenigen des dlinnen Stabes T, um den Faktor

To 1+(unnd
T, 41

2
j (16),

wobei p die Querkontraktionszahl (Poissonzahl) des Stabmaterials ist. Aus der Messung der
Resonanzperioden des dicken Stabes in verschiedenen Ordnungen lassen sich der Elastizitats-

modul und die Poissonzahl p bestimmen.
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Setzt man (4) in (16) ein, so ergibt sich

2
nT,=nT, +nT, (MLdj n’

2
nT.=T, +T, (“Ld J n® (17).

Es besteht also ein linearer Zusammenhang zwischen n-T;. und n®. In der grafischen Dar-
stellung von n-T;, (iber n? ergibt sich daher eine Gerade mit dem Ordinatenabschnitt T; und
dem Anstieg

B = Tl[”jld j (18).

Beide Groflien kdnnen aus der grafischen Darstellung bzw. durch Ausgleichsrechnung ermit-
telt werden. Aus T; und B lassen sich unter Verwendung der Gleichungen (7) und (18) der
Elastizitatsmodul E und die Poissonzahl p bestimmen:

16 ml

= 19
7cd2T12 (19)
4.1 B

= __ .| = 20).

Die Kenntnis von zwei der vier die elastischen Eigenschaften eines Materials bestimmenden
Kennzahlen (Elastizitditsmodul E, Querkontraktionszahl (oder Poissonzahl) p, Torsionsmodul
G und Kompressionsmodul K) reicht aus, um die anderen Kennzahlen zu bestimmen. Es gilt

namlich:
G=_° 21)
2(u+1)
und
K= L (22).
3(1-2w)
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3. Versuchsdurchfiihrung

3.1

3.2

321

Messplatz

Der experimentelle Aufbau ist in Bild 4 dargestellt.

G -1 e — )

Bild 4: Experimenteller Aufbau: G ... Frequenzgenerator; S ... Stab; A, B ... Kopfhorer;
V ... Voltmeter.

Der Frequenzgenerator (INSTEK SFG-2004) erzeugt eine sinusformige Ausgangsspannung
(Taste ,,WAVE® auf Sinus). Die Kopfhérermembran des Kopfhorers A erregt im Stab lon-
gitudinale Schwingungen. Die im Kopfhorer B induzierte Spannung ist proportional zur
Schwingungsamplitude des Stabes und wird mit einem Voltmeter VV gemessen.

Zu Beginn des Versuches werden alle Geréte eingeschaltet, um sie warmlaufen zu lassen. Der
zu untersuchende Stab wird so auf die Halterung aufgelegt, dass die Auflagepunkte um je 1/4
der Stablange von den Stabenden entfernt sind (Besselsche Punkte). Damit wird erreicht, dass
sich die Durchbiegung auf ein Minimum reduziert (Warum?).

Auf einem Hinweiszettel am Versuchsplatz finden Sie die Werte fiir Durchmesser d, Masse m
und Léange | der Stabe sowie fiir jeden Stab die Periodendauer T; fir die Resonanz 1. Ord-
nung.

Fur die Untersuchung nicht-magnetischer Materialien (Aufgabe 1.1) werden die Membranen
mit St6lkel in die Kopfhorer eingesetzt. Die Kopfhdrer werden so justiert, dass die StoRel die
Mitten der Stirnflachen des Stabes gerade berthren. Fir die Untersuchung magnetischer
Materialien (Aufgabe 1.2) werden Kunststoffmembranen verwendet.

Messung und Auswertung
Resonanzkurven

Zur Aufnahme der Resonanzkurven der diinnen Stabe (Aluminium, Messing) geben Sie eine
Frequenz ein, die ungeféhr der am Platz ausliegenden Resonanzperiodendauer 1.0rdnung
entspricht und suchen in deren Nahe das Maximum der Intensitdt. Dabei ist die
Generatorspannung so niedrig wie moglich zu wéhlen. Vom Maximum ausgehend nehmen
Sie nach beiden Seiten mindestens zehn Messpunkte bis herab zu etwa 30% der Maximal-
intensitat auf.

Das Messgerét (Analog-Multimeter) kann sowohl als Strom- als auch als Spannungsmesser
geschaltet werden. Geeignete Messbereiche sind 5 mA und 10 V (jeweils Wechselstrom bzw.
-spannung).

Stellen Sie die Resonanzkurven der beiden Stébe grafisch dar und bestimmen Sie die nach
Aufgabenstellung 1.1 zu berechnenden GroRen: ¢, E, Q und n. Hinweis: Sie kdnnen das
Programm Origin im Praktikum benutzen, um die Resonanzkurven anzupassen.
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3.2.2 Resonanzperiodendauern

Die ungefdhre Lage der ersten Resonanz des dicken Stahlstabes ist vorgegeben. Hohere
Resonanzen erhalt man durch Vervielfachung der Frequenz, wobei zu beachten ist, dass fur n
>2 gilt: T, > T{/n (vgl. GI.16).

Die Eingangsspannung soll auch hier so niedrig wie mdglich gewéhlt werden, idealerweise
so, dass im Messbereich 5 mA stets in der Nahe des Skalenendwertes gemessen werden kann.
Zur Auswertung werden die Frequenzen in Periodendauern umgerechnet und n-T,. iiber n?
aufgetragen. Bei der Bestimmung des Anstieges ist es moglicherweise angebracht, einzelne
Punkte (z.B. fur n = 1 und 2) auszuschlieRen, da interessanterweise die htheren Resonanzen
scharfer sind als die niedrigen und die Frequenzen besser reproduzierbar. Insofern ist es auch
gunstig, moglichst viele Resonanzen aufzunehmen: Richtwert 10 (nach oben offen).
Berechnen Sie (Aufgabe 1.2) die Grolien: ¢, E, pund G.

Anhang

Herleitung der longitudinalen Schallgeschwindigkeit

Wir behandeln die Ausbreitung longitudinaler Dichtewellen in einem langen diinnen Stab
entlang der Stabachse x. Dazu greifen wir ein Volumenelement vom Querschnitt A und der
Dicke dx heraus. Es soll eine Druckkraft F(x) von links auf die Querschnittsflache wirken.
Dadurch wird das Volumenelement in x-Richtung um die Strecke u zusammengedriickt (dx
wird zu dx-u) und die etwas verringerte Kraft F(x+dx) nach rechts weitergegeben.

N
N\
\l
I
I
F(X) | F(x+dXx)
I
I
All
I
I
I
L u
X X + dx
Es gilt das Hookesche Gesetz: F =E A
A OX
mit der wirksamen Kraft F=F(X)-F(x+dx) =ﬁ-dx= 2(A~E-a—uj~dx.
OX OX OX
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Diese Kraft fuhrt zur Beschleunigung des Masseelements m=p - A - dx:

o°u

F:m'g.

Die beiden letzten Gleichungen kann man zusammenfihren und erhalt, falls A (keine
Querkontraktion!) und E konstant sind,

mit der longitudinalen Schallgeschwindigkeit Clong :\/E.
p

Wir erinnern uns, dass bei dieser Betrachtung die Querkontraktion vernachlassigt wurde. Das
ist erlaubt, so lange die Schallwellenlange groR3 gegen die Dicke des Stabs ist. Ist das nicht
der Fall, so muss man die Querkontraktion (Poissonzahl ) beriicksichtigen. Da p typischer-
weise bei 0,3 liegt, erh&lt man dann die etwas grofiere Schallgeschwindigkeit

=
0\ p V(@+p)-(L-2u)

Die Abhangigkeit der Schallgeschwindigkeit von den Festkdrperabmessungen wird als geo-
metrische Dispersion bezeichnet.
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