Messen,
Messabweichungen,
Messungenauigkeiten,
Messfehler
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... Wie exakrt
(Glavbwiirdig) ist
melne Messung?
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1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit
Strom-, Spannung- & Widerstands-

messung

Winkelmessungen _.J} Langenmessungen
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1. Ablesen von Messwerten
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1. Ablesen von Messwerten

genauigkeit
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1. Ablesen von Messwerten

Strom-, Spannung- & Widerstands-
messung

Ist eine digitale Anzeige
genauer
als eine analoge?

Zeitmessungen

Frartart
8 110 SEC 42 " //
G 1 461544 138




1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Fehlerarten

- zufallige Fenhler
- systematische Fehler

- grobe Fehler



1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Im Grundpraktikum:

- zufallige Fenhler

- systematische Fehler



1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Zufallige Fehler

z.B.: - Skalenablesung
- Schwankungen einer Anzeige
- bei statistischen Grol3en
u.a.



1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Zufallige Fehler

z.B.: - Skalenablesung
- Schwankungen einer Anzeige
- bei statistischen Grol3en
u.a.

e bei Wiederholung — Streuung der Messwerte (+) um
richtigen Wert
= schwanken nach Betrag und Vorzeichen

e nicht vermeidbar

e Abschatzung X = AX



1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Systematische Fehler

z.B.: - Experimentator arbeitet systematisch falsch (schrager Blick)



e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Systematische Fehler

47 Skalenteile 49 Skalenteile

Beispiel

Ablesen obere Skale:

47.7+£0.2 Skalenteile
(Schatzwert des
Experimentators)




1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Systematische Fehler

z.B.: - Experimentator arbeitet systematisch falsch (schrager Blick)
- Messgerét fehlerhaft geeicht
- Messmethode unvollkommen

(Warmeabgabe an Umgebung, Innenwiderstand, Reibung,
Auftrieb, u.a.)

e einseitig im Vorzeichen und Betrag gerichtete Abweichung
e Problem: schwer erkennbar !
e wenn erkannt = dann korrigierbar

(sollte man auch tun!)



1. Ablesen von Messwerten

e Jede Messung hat eine Ungenauigkeit

Darstellung der Fehlerangabe

entweder als:

absoluter Fehler (X = AX) Einheit

Angabe mit gleicher Mal3einheit wie Messwert
Beispiel: (72,6 £0.1) cm

oder als:

relativer Fehler A_>2<

ohne Einheit, Ublicherweise in Prozent
0,1

Ispie|r ——= = = 0
Beispiel: 726 0.0014 = 0.14%

726 cm +0.14 %




1. Ablesen von Messwerten

Wiederholungsmessungen iowmessungeny — Statistik

Zur genauen Bestimmung einer Messgrofie X wird eine
Messung mehrfach wiederholt:

— Messwerte X, mit i=1...n = Stichprobe
= Bestimmung:

X.

1
n._,"

M.

® empirischer Mittelwert X =
= arithmetisches Mittel I

e empirische Standardabweichung S = \/ Fl—l Zn(Xi ~ X)?
-Li=1

® empirische Varianz = korrigierte Stichprobenvarianz S?

Ergebnis: X+t AX = X # (t \/%) [Siehe Versuch 303]



Beispiel: Geschwindigkeitsmessung aus Weg und Zeit

L=72,6cm, t=13.3s —>v:%



2. Signifikante Stellen

Beispiel: Geschwindigkeitsmessung aus Weg und Zeit

L=726cm, t=133s —> V= % = 0.054 586 466 ... m/s

— Messabweichungen: AL=1mm, At = 0,1s

L=(72,6+0,1)cm, t=(13,3£0,1)s



2. Signifikante Stellen

Beispiel: Geschwindigkeitsmessung aus Weg und Zeit

L=726cm, t=133s —> V= % = 0.054 586 466 ... m/s

— Messabweichungen: AL=1mm, At = 0,15
L=(72,6+0,1)cm, t=(13,3£0,1)s

127

Vmax = 732 cm/s = 0.055 075 757 58.. m/s

Vpin = £2° cm/s = 0.054 104 477 61.. m/s
13,4

AV =% (Viax - Vmin) = 0.000 485 639 982 5.. m/s

Vyite = 72 (Vmax + Vinin ) =0.054 59103 .. m/s



2. Signifikante Stellen

Beispiel: Geschwindigkeitsmessung aus Weg und Zeit

L=726cm, t=133s —> V= % = 0.054 586 466 ... m/s

— Messabweichungen: AL=1mm, At = 0,1s

L=(72,6+0,1)cm, t=(13,3£0,1)s

Vo = %; cm/s = 0.055 075 757 58.. m/s
v.. =725 cmis = 0.054 104 477 61.. m/s
13,4

AV =% (V. - Vo) = 0.000 485 639 982 5.. m/s

Formales Ergebnis: v = (V4 * AV) mM/s

v =(0.054 590 117.. £ 0.000 485 64.. ) m/s

Wie viele Stellen darf das Ergebnis haben?



2. Signifikante Stellen

Formales Ergebnis: v = (Ve T AV) M/s
v =(0.054 590 117.. £ 0.000 485 64.. ) m/s

Wie viele Stellen darf das Ergebnis haben?

Darstellung der Ergebnisse und Fehlerangaben:
nach DIN-Vorschrift 1333:

Beachtung der signifikanten Stellen fur Fehlerangaben!

Signifikante Stellen einer Zahl = ,,angegebene Ziffern ohne fiihrende Nullen*

Erlaubt:

Ein oder zwei signifikante Stellen der Messfehlerangabe!



Signifikante Stellen einer Zahl = ,angegebene Ziffern ohne fiihrende Nullen®

Was ist das?

Eine signifikante Stelle ware: Zwei signifikante Stellen waren:
Beispiele Beispiele

+3 + 3,4

+ 0.004 + 0,0042

+ 9000 + 8700

+ 0.06 + 0,058

+2:103 +2,3-103

... sind nicht die Stellen nach dem Komma'!



Signifikante Stellen einer Zahl = ,angegebene Ziffern ohne fiihrende Nullen®

Was ist das?

Beispiele:
Richtig: Falsch:
V= (103,26 £+ 0,02) m3 V= (103,26 £+1,07) m3
Eine signifikante Stelle! Drei signifikante Stellen!

... sind nicht die Stellen nach dem Komma'!



Signifikante Stellen einer Zahl = ,angegebene Ziffern ohne fiihrende Nullen®

Was ist das?

Beispiele:

Ware richtig:

V= (103 +1) m?

I R |
Der Ergebniswert Eine signifikante Stelle!

darf dann aber nur soviele Kommastellen haben,
wie die Fehlerangabe!

... sind nicht die Stellen nach dem Komma'!



Signifikante Stellen einer Zahl = ,angegebene Ziffern ohne fiihrende Nullen®

Was ist das?

Beispiele:

Ware richtig:

V= (103,26 £1,1) m3

oder: T 1

R '
Der Ergebniswert Zwei signifikante Stellen!

darf dann aber nur soviele Kommastellen haben,
wie die Fehlerangabe!

... sind nicht die Stellen nach dem Komma'!



Rezept — Ergebnis-Angabe:




Rezept — Ergebnis-Angabe:

Beispiel:

Taschenrechnerausgabe

Druck, p = (103,343545969673 + 8,2467586616946) kPa




Rezept — Ergebnis-Angabe:

1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen

Taschenrechnerausgabe

Druck, p = (103,343545969673 + 8, 24¢675866+6946) RPu




Rezept — Ergebnis-Angabe:
1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen

2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !

Druck, p = (103,343545969675 + 8,2) kPa




Rezept — Ergebnis-Angabe:
1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen

2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !

Druck, p = (103,3 + 82) kPa




Rezept — Ergebnis-Angabe:
1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen
2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !

bei Bedarf: gemeinsame Zehnerpotenzen ,rausziehen”

Druck, p = (103,3 = 82) -10° Pa




Rezept — Ergebnis-Angabe:
1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen
2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !

oder Suffixe (z.B. kilo, mega, milli, mikro, nano, ...) nutzen

Druck, p = (103,3 £ 82) kPa




Rezept — Ergebnis-Angabe:
1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen

2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !

3. Angabe in stets Klammern: (Ergebniswert + Fehlerangabe) - 10** Einheit




2. Signifikante Stellen

Rezept — Ergebnis-Angabe:

1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen

2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !
3. Angabe in Klammern: (Ergebniswert + Fehlerangabe) - 10X Einheit

Vorgeschriebenes Aussehen:

(Beispie[e Richtige Ergebnisangaben:
t = (405,184 + 0,032) S

= (63+1,2)-10° 7/(mol-K)
m = (143+3) g

T = (485+02)K

E = (6,204 + 0,005) -10%° Nm




2. Signifikante Stellen

Rezept — Ergebnis-Angabe:

1. Einkiirzen der Fehlerangabe auf 1..2 signifikante Stellen

2. Einkiirzen des Ergebniswertes auf die gleichen Nachkommastellen !
3. Angabe in Klammern: (Ergebniswert + Fehlerangabe) - 10X Einheit

Vorgeschriebenes Aussehen:

@eispig[e Richtige Ergebnisangaben:
t = (405,184 + 0,032) s
cyy = (6,3%1,2)-10° J/(mol-K)
m = (143+3) g
T = (485+02)K - 1 signif. Stellen

~ 2 signif. Stellen

E (6,204 + 0,005) -10°° Nm




3. ,Fehlerrechnung”

e nur dann = wenn Ergebnis aus mehreren fehlerbehafteten

Messgrofden berechnet wird

3 Moglichkeiten der Ermittelung der Ergebnis-Ungenauigkeit

(Fehlerrechnung)

(1) Einsetzmethode
(2) Addition absoluter / relativer Fehler

(3) Fehlerfortpflanzung(sgesetz)



3. ,Fehlerrechnung”

(1) Einsetzmethode

Ein Ergebniswert Z wird aus den Messwerten U, V, X &Y
mit den Messungenauigkeiten AU, AV, AX & AY ausgerechnet.
= Wie errechnet sich der Fehler A4zZ?

Z = f(U,V,X,Y)
mit zB. U =U-AU & U, =U+4U
Beispiel ~ U-V - Umax_Vmin
elspiel. = =
P X=Y - Xmin _ Ymax
AZ = 0.5 x |Zmax _ Zminl



3. ,Fehlerrechnung”

(2) Addition absoluter / relativer Fehler (ableitbar aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz)

Ein Ergebniswert Z wird aus den Messwerten X &Y
mit Messfehlern AX & AY ausgerechnet. = Wie errechnet sich

der Fehler AZ?

Z = f(X,Y)
Z=X+Y AZ = |AX]|+ |AY]
Z=X-Y AZ = |AX]|+ |AY]

Addition absoluter Fehler



3. ,Fehlerrechnung”

(2) Addition absoluter / relativer Fehler

(ableitbar aus dem Fehlerfortpflanzungsgesetz)

Ein Ergebniswert Z wird aus den Messwerten X &Y

mit Messfehlern AX & AY ausgerechnet. = Wie errechnet sich
der Fehler AZ?

Z = f(X,Y)
Z=X"-Y AZ/IZ = |AX/X| + |AYYY)
Z=X/Y AZ/7 =

IAX/X] + |AY7Y]

Addition relativer Fehler



3. ,Fehlerrechnung”

(3) Fehlerfortpflanzung(sgesetz)

Ein Ergebniswert Z wird aus den Messwerten X &Y
mit Messfehlern AX & AY ausgerechnet. = Wie errechnet sich
der Fehler AZ?

Z = f(X,Y)

Summe aller partiellen Ableitungen nach allen fehlerbehafteten Gréf3en
jeweils multipiziert mit der Fehlergroli3e

a4y
oY

AZ = |5—f AX +
oX



3. ,Fehlerrechnung”

(3) Fehlerfortpflanzung(sgesetz)

Z =1 (X,)Y) Statistik = zufallige Messabweichungen bei X &Y
— Mittelwerte X & Y mit den Standardabweichungen S; & S;

— Wie errechnet sich die Mel3unsicherheit S, ?

Gaul3sches Fehlerfortpflanzungsgesetz
Gilt nur wenn alle Fehlergréssen aus statistischen Messungen stammen.

ool
z oX

sy wird nach DIN 1319 kombinierte Standardunsicherheit genannt

of
oY

2
.2

2
_2
- Sy y




4. Ergebnisdarstellung

Beispiel: - Aufnahme einer Weg-Zeit-Messung : Weg x, Zeitt, x(t)

D tell s Wertetabelle: tins xinm v inms?
- barsteliung als ertetabelie. 5 0.01 0.005
4 0,02 0,005
8 0,16 0,02

Resultat: Mal3zahl - Einheit z.B.v=22mls

Achtung: SI-Einheiten m, kg, s, A, K, cd, mol



4. Ergebnisdarstellung

Beispiel: - Aufnahme einer Weg-Zeit-Messung : Weg x, Zeitt, x(t)

D tell s Wertetabelle: tins X inm v inms?
- Darstellung als vvertetapelle: > 0.01 0.005
4 0,02 0,005
8 0,16 0,02
Resultat: Mal3zahl - Einheit z.B.v=22m/s
Achtung: SI-Einheiten m, kg, s, A, K, cd, mol
=
- Grafische Darstellung 25| Py +
(7)] 20 -
_ Titel o o+
- Achsenbemafiung = 15 o
- Achsenbeschriftung
+ Einheit 10 17 g2
- Messpunkte 5 "E“
- Fehlerbalken o
0 4 8 12 16
Zeit t ins

Abb. 1: Weg-Zeit-Diagramm



5. Linearisierung

Das Auge kann nur die Gerade und den Kreis als geometrische
Elemente eindeutig identifizieren.

Y=A-X+B

Wichtige Funktionsverlaufe konnen in Geradengleichungen
Uberfahrt werden:

= doppelt-getellte logarithmische Darstellung

Exponentialfunktion: Y= B-e"” — Iny=A-x+InB

= einfach-geteilte logarithmische Darstellung



Counts

1000 @

Exponentialgesetze

y=B-e"”

— Iny=A-x+InB

Beispiel: radioaktiver Zerfall N=N,-e™“*
Messung der Halbwertsdicke von Blei

900

800

700

600

500

400

300

200

100

.?...

10 15 20
Dicke / mm

Counts

100

100

-

0 5 10 15 20

Dicke / mm

Einfach-logarithmische
Darstellung



Weg /m

Potenzgesetze

y=B-x" — Iny =A-Inx+InB

Beispiel: Freier Fall Szg-t2

1400 10000 _
° 7
1200 - ~
o
1000
1000 [ )
800 d =
@ > 100
600 ® 2 &
P> -
;i 7
400 ®
10 Lo
‘ > -
200 N nd
] o
e o o O P 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 1 10 100
Zeit/ s Zeit /s

Doppelt-logarithmische Darstellung



6. Ausgleichsgerade - lineare Regression
Problem: Messwerte streuen infolge Messabweichungen um eine
Gerade.

Gesucht ist diejenige Gerade, die den Messwerten am
besten entspricht .

Ausgleichsgerade

35

30 n

25

) "

Ordinatenwert

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abszissenwert



6. Ausgleichsgerade - lineare Regression
Problem: Messwerte streuen infolge Messabweichungen um eine
Gerade.

Gesucht ist diejenige Gerade, die den Messwerten am
besten entspricht .

Ausgleichsgerade

35

30 n

25

20 X / .

15

Ordinatenwert

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Abszissenwert



20
gesucht: Ausgleichsgerade y=ax+Db

10 -

Ordinatenwert

Messwerte: (X, Y:)

0 5 10
Abszissenwert

Idee: a und b so wahlen, dass die Abweichungen der
Messwerte von der Ausgleichsgeraden minimal werden
>>> (Methode der kleinsten Quadrate)



20
gesucht: Ausgleichsgerade y=ax+Db

10 -

Ordinatenwert

Messwerte: (X, Y:)

0 5 10
Abszissenwert

Idee: Minimierung der Summe der Fehlerquadrate
>. (Abweichungen)? = Minimum



20
gesucht: Ausgleichsgerade y=ax+Db

= ®
=

c

2 10 A

k=

=

O

Messwerte: (X, V)
0 .

0 5 10

Praktisch: Bestimmung (1) arithm. Mittelwerte x und vy

i (Xi = X)(Y; = Y) Kovarianz
(2) a = = T = Varianz
=1

3) b = y-ax



20
gesucht: Ausgleichsgerade y=ax+Db

10 -

Ordinatenwert

Messwerte: (X, V)
0 .
0 5 10

Praktisch: Bestimmung der Unsicherheiten in a und b
— Standardabweichungen S, & S, = o, & o,
entspricht einer 68%-igen Standardunsicherheit

der Geradenparameter



Genauigkeit der linearen Regression

1
Y =A-X+B gegeben: o, mit O'Yzsz(Yi—A-Xi—B)2

2 2
OA oB

B firG. B:sz-(vl+...vj+..)—Zx-(x1Y1+..ijj)
° Nenner
OB sz_xj.zx Z@ZZN'(ZX2)2_2X2°(ZX)2:ZXZ
oY B Nenner 7\ O] Nenner? Nenner
j
J2 G$°$:Xi2 2 NG?
B

:N.inz_(zxi)z O'A:N.inz_(zxi)z
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/. Haufigkeitsverteilungen

— statistisch
Ursachen der Zufalligkeit: — nichtlinear
— unvorhersehbar

L | Gaul3verteilung
Haufigkeitsverteilung

der Messwerte ist

darstellbar als
Histogramm:

Beispiel
Gaul3verteilung




30

20

10

Gaul3verteilung

13

15

17

19

Dargestellt:

In X:
Eigenschaft eines Ereignisses
(z.B. Grof3e eines Messwertes)

In'Y:
Haufigkeit eines Ereignisses
(z.B. eines Messwertes)



30

20

10

Gaul3verteilung

Mittelwert
L

Dargestellt:

In X:
Eigenschaft eines Ereignisses
(z.B. Grof3e eines Messwertes)

In'Y:
Haufigkeit eines Ereignisses
(z.B. eines Messwertes)



30

20

10

Gaul3verteilung

Mittelwert
L

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Experiment - Theorie
Stichprobe X, Grundgesamtheit,
Modellverteilung

Experiment Theorie
X H
C_ [y O_:\/Z(X—,u)z
n-1 n
— _
s?2 —x2 _x o2 =x2—u




30

20

10

Gaul3verteilung

Mittelwert

68.27%

Experiment - Theorie
Stichprobe X;  Grundgesamtheit,
Modellverteilung

Experiment Theorie
X H
C_ [y G:\/Z(X—,u)z
n-1 n
— _
s?2 —x2 _x o2 =x2—u




30

20

Mittelwert
u
uto
U-c
u-26 ut+2c
-30 | ‘
i 3 5 9 11 13 1 17 19
68.27% u+3c
95.45%
<€ >
P 99.73%

.enthaltene Flache® unter der Gausskurve

Experiment - Theorie

Stichprobe X;  Grundgesamtheit,
Modellverteilung
Experiment Theorie
X M
2 02
. \/Z(x—x) Gz\/Z(x #)
n-1 n
2 2 T2 2 2

Konfidenzintervall
= (Vertrauensbereich)



Nachste Woche — erster Versuch:

Fur die Durchfihrung des Einfihrungsversuches
(1) Versuchsanleitung 303 lesen

Es sollte Ihnen bekannt sein:
Mittelwert,
Standardabweichung,
Vertrauensbereich

(2) Text: Fehlerrechnung - leicht gemacht
lesen

(3) E1 — E4 —EinfGhrungsversuch (Y2 Seite)
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