Quantenmechanik SS-2020

Klausur

24.07.2020, Zeit: 9:00 - 12:00

Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt.

Losungswege sind in nachvollziehbarer Form aufzuschreiben.

Aufgabe 1: Orts- und Impulsdarstellung 1+3+4 Punkte
Gehen Sie im Folgenden von einer Dimension und Ortsdarstellung aus.
a) Geben Sie an, wie Orts- und Impulsoperator auf eine Wellenfunktion ¢)(z) wirken.

b) Bestimmen Sie uneigentliche Eigenfunktionen des Impulsoperators. Was unterscheidet ei-
gentliche und uneigentliche Eigenfunktionen? Zeigen Sie, dass die Eigenfunktionen des Im-
pulsoperators die entsprechende Eigenschaft aufweisen.

¢) Gehen Sie vom Erwartungswert des Ortsoperators (bzgl. einer normierbaren Wellenfunkti-
on) in Ortsdarstellung aus und tiberfiihren Sie diesen in Impulsdarstellung, um die Terme
unter dem folgenden Integral zu identifizieren.

(£) = / dp (lp) (pl2|Y)

Hinweis: Fouriertransformation

U(t, 2) &P/ (t, p) dp

\/_

Aufgabe 2: Projektor und Wahrscheinlichkeit 1+2+2 Punkte

Ein quantenmechanisches System habe einen Hamiltonoperator mit diskreten Eigenwerten E,
und zugehorigen nicht-entarteten, orthonomierten Eigenzusténden |n).
Wir betrachten den normierten Zustand

V) =c1|1) +¢3]3) +cq |[4) = ch]n
nel
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, den Energiewert E5 zu messen?

b) Bestimmen Sie den Erwartungswert des Projektors P,, = |m) (m|. Interpretieren Sie das
Ergebnis.

c) Eine Messung der Energie lieferte den Messwert E;. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit in
einer direkt darauf folgenden Messung den Messwert E53 zu erhalten? Begriinden Sie.



Aufgabe 3: Operatoren 1+2+3 Punkte

Es seien A und B hermitesche Operatoren.

a) Zeigen Sie, dass der Kommutator von A und B anti-hermitesch ist. (Gehen Sie davon aus,
dass die Definitionsbereiche aller beteiligten Operatoren den nétigen Anspriichen geniigen.)

b) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte anti-hermitescher Operatoren rein imagindr sind.

c) Was gilt fiir das Inverse unitdrer Operatoren? Zeigen Sie, dass aus der Erhaltung der Norm
quantenmechanischer Zustinde folgt, dass der Zeitentwicklungsoperator unitér sein muss.

Aufgabe 4: Unbestimmtheitsrelation 1+1+8 Punkte

In Ortsdarstellung sei die normierte Wellenfunktion fiir die Bewegung eines freien Teilchens
entlang der z-Achse zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, gegeben durch:
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a) Unbestimmtheitsrelation zweier Operatoren A, B sei gegeben durch

2

(AA)? (AB)? *4' AB)‘

Bestimmen Sie die rechte Seite fiir die Observablen Z und p,. Der Kommutator von z und p
darf als bekannt vorausgesetzt werden.

b) Zeigen Sie, dass die folgende Beziehung zwischen der Varianz ( AA) und den Erwartungs-
werten ( A) und ( A?) einer Observablen A gilt.

(AA)? = ((A—(A))?) = (A2) - (A)

¢) Bestimmen Sie die Erwartungswerte () und (p, ), sowie die Varianzen (A#)2 = (22) — (&)?
bzw. (Ap, )2 = (p2) — (p,)>. Was ergibt sich fiir das Unschirfeprodukt Az - Ap,?

Hinweis:

/ z2e % dr = g

—0o0



Aufgabe 5: Drehimpulsoperatoren 1+1+2+1+2+3+1 Punkte

Gegeben sei ein Zustand |¢), mit
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|v) =N Y5 1) + Y3

worin Y;™ die Kugelfldichenfunktionen sind.

a) Was gilt fiir das Skalarprodukt (Y;™|Y;™') zweier Zusténde |[Y;™)?

b) Bestimmen Sie die Normierungskonstante V.

c) Geben Sie die Eigenwertgleichungen von L[?und L, an.

d) Geben Sie die definierende Eigenschaft eines Drehimpulsoperators an.

e) Bestimmen Sie den Kommutator von ﬁz und fJ+ = ﬁx + iﬁy.
f) Ist [¢) Eigenzustand von L2 und/oder L.?

g) Berechnen Sie die Erwartungswerte (L?) und (L.) bzgl. des Zustands [¢/).

Aufgabe 6: Spin-1/2-Teilchen 2+2+2 Punkte

Ein Spin-1/2-Teilchen befinde sich im homogenen Magnetfeld B = Bé. und im Anfangszu-
stand |t)9) = |z+). Der Hamilton-Operator sei gegeben durch

f{ = HBBUZ

Dabei sei 0. die Pauli-Matrix, welche zur z-Komponente des Spin-Operators gehort,
lz+) = %(|z+) + |z—)) ein Eigenvektor der Pauli-Matrix o.

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte des Hamiltonoperators ausgehend davon, dass Sie die Eigen-
wertgleichung von o, kennen.

b) Wenden Sie den Zeitentwicklungsoperator U auf den Anfangszustand an, um [¢(t)) zu er-
halten.

¢) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich das Teilchen zum Zeitpunkt ¢ im
Zustand |z+) befindet.



Aufgabe 7: Verstindnisfragen 2+1+1 Punkte
Beantworten Sie die folgenden Fragen in wenigen Sétzen/Stichpunkten.
a) Nennen Sie zwei Gleichungen der Quantenmechanik, die 7 enthalten, und erldutern Sie, in

welchem Sinne & — 0 in diesen Gleichungen einen Ubergang zur klassischen Mechanik
darstellt.

b) Argumentieren Sie, warum die Wellenfunktion eines quantenmechanischen Objekts dieses
zwar beschreibt, selbst jedoch keine messbare Grof3e sein kann.

¢) Was konnte man bei Schrédingers Katze als paradox bezeichnen?

Gesamt: 50 Punkte
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