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Bitte bearbeiten Sie jede Aufgabe auf einem extra Blatt. Schreiben Sie auf jedes Blatt
Ihren Namen, nummerieren Sie die Blatter und vermerken auf dem ersten Blatt die
Gesamtanzahl der Blatter. Viel Erfolg!

Aufgabe 1: Wissens- und Verstandnisfragen (3+3+2+3 = 11 Punkte)

Bitte beantworten Sie die folgenden Fragen kurz in Stichpunkten:

(a) Wie ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens am Ort z zum Zeitpunkt
t gegeben? Kann diese grofser 1 werden? Wie hingen Wahrscheinlichkeitsstromdichte und
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte zusammen?

(b) Im Folgenden betrachten wir das Produkt der Varianzen der Drehimpulsoperatoren L,
und L, im Zustand |t). Geben Sie in Form einer Unbestimmtheitsrelation eine (moglichst
einfache) nicht-triviale untere Schranke an fiir das Produkt der Varianzen. Kann diese nicht-
triviale untere Schranke fiir bestimmte Zustédnde Null werden (Beispiel oder Begriindung
gefordert!)?

(¢) Wir betrachten den folgenden Hamilton-Operator H = = (jii + f)g) wobei L, bzw. IAJy

die z- bzw. y-Komponente des Bahndrehimpulsoperators sei. Geben Sie die Figenzusténde
des Hamilton-Operators H an und bestimmen Sie deren Eigenwerte.

(d) Wir nehmen nun an einem quantenmechanischen System eine Energiemessung vor und be-
trachten im Folgenden Observablen, die explizit nicht zeitabhédngig sind. Zeigen Sie dass
nach der Messung die Erwartungswerte dieser Observablen zeitlich konstant sind. Neh-
men Sie hierbei (der Einfachheit halber) an, dass Sie einen diskreten Energieeigenwert als
Messwert erhalten haben.

Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator (245 = 7 Punkte)

Wir untersuchen nun einen harmonischen Oszillators mit Masse m und Frequenz w.

(a) Berechnen Sie den Kommutator [a, '], wobei Sie folgende Identititen verwenden diirfen:
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(b) Der harmonische Oszillator befinde sich im Zustand |¢) = % 1)+ \/g |2) , wobei |n) die
iiblichen normierten Eigenzustéinde des Hamilton-Operators sind. Berechnen Sie in diesem
Zustand den Erwartungswert von # und #2 sowie die Varianz des Operators 7.

Bitte wenden!



Aufgabe 3: Spin-% Teilchen (44244 = 10 Punkte)

Wir betrachten im Folgenden ein Spin—% Teilchen, wobei wir uns nur auf den Spin Freiheitsgrad
fokussieren. Der zeitunabhéngige Hamilton-Operator sei in der Basis {|z;+),|z; —)} durch

~ hQ /0 1
=3 ( 10 )
gegeben, wobei 2 reell ist. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System im Zustand |z, +) préapariert,

dh. [t = 0)) = |z, +).

(a) Berechnen Sie die Zeitentwicklung des Systems mit dem gegebenem Hamilton-Operator H.

I

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert (S,) im Zustand [¢(t)), wobei S, durch

s ~h(0 —i
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in der Basis {|z;+),|2; —)} gegeben ist.

(¢) Wir fithren nun zum Zeitpunkt ¢; = 3/(2Q) eine Messung mit dem Operator S, durch.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sie den Messwert +//2 erhalten.

FErsatzlosung zum Weiterrechnen fiir Aufgabe (b) und (c), falls Sie Aufgabe (a) nicht geldst

haben: . 0
~Larf 1 2 o[ 2
e =ge (4 )+ 2 (2))

in der Basis {|z;+),|z; —)}-

Aufgabe 4: Teilchen in einer Dimension (3+3+(2+3) = 11 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, welches in einem unendlich hohen Kastenpotential
(mit Wénden « = 0 und « = L) eingesperrt ist. Zudem wirkt ein delta-distributionswertiges
Potential der Stirke A\ bei x = L/2 auf das Teilchen. Das gesamte Potential lautet somit

7& .
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00 sonst

(a) Wir betrachten zuerst den Fall A = 0. Zeigen Sie, dass die Eigenfunktionen des Hamilton-
Operators mit Eigenwert E durch ¢(z) = sin(kz — ¢p) gegeben sind. Wie héngen der
Energiecigenwert £ und der Parameter k zusammen? Bestimmen Sie zudem die Parameter
k und ¢g so, dass die Randbedingungen erfiillt sind.

(b) Nun betrachten wir den Fall A # 0, wobei A ein kleiner Parameter sei, so dass der Beitrag
Ao(x — %) zum Potential V' (z) als kleine Storung aufgefasst werden kann. Berechnen Sie
mittels Stérungstheorie die Anderung der Energieeigenwerte zu erster Ordnung in \.

(¢) Nun betrachten wir den Fall X\ # 0, wobei A nicht notwendigerweise klein ist.

(i) Beweisen Sie, dass die Eigenfunktion ¢(x) des Hamilton-Operators an der Stelle z = £

2
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(ii) Bestimmen Sie die Energieeigenwerte E des Systems als Funktion von L und A (bei-
spielsweise in Form einer transzendenten Gleichung fiir E).

erfiillen muss.

Bitte wenden!



Aufgabe 5: Elektron im Coulomb-Feld (3+1+3+2+2 = 11 Punkte)

Wir betrachten ein Elektron im Coulomb-Feld, wobei [nlm) die tiblichen normierten Eigenzu-
stande sind.
(a) Welche Werte diirfen die Quantenzahlen n,! und m annehmen? Welche Messungen (und

mit welchen Messwerten) miisste man durchfithren, um den Zustand |nlm) zu praparieren?

Der Zustand |) des Elektrons zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei durch
W) = C (4 1310) 4+ v/10[210) — 7 |200) + 2]211) + (1 — 2i) |321>)

gegeben, wobei C' eine komplexe Konstante ist.
(b) Bestimmen Sie die Konstante C' so, dass der Zustand [¢) normiert ist.

(c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit bei einer Messung mit L. den Messwert 0 zu messen? In
welchem Zustand befindet sich das Elektron unmittelbar nach der Messung mit L, wobei
diese den Messwert 0 ergab?

(d) Unmittelbar nach der in Teilaufgabe (c) beschriebenen Messung nehmen Sie nun eine Mes-

sung mit L2 vor und erhalten den Messwert 252. In welchem Zustand befindet sich das
System nach der Messung?

(e) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, in der Messung von Teilaufgabe (c) den Messwert 0
und in der Messung von Teilaufgabe (d) den Messwert 2h? zu erhalten? (Beide Messungen
werden unmittelbar hintereinander ausgefiihrt.) Spielt es fiir die Wahrscheinlichkeit bzw.
den resultierenden Zustand eine Rolle, falls Sie zuerst die Messung mit L? und unmittelbar

danach mit L, durchfiihren, wobei Sie die selben Messwerte wie oben erhalten? Begriinden
Sie Thre Antwort!



