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Aufgabe 1: Wissens- und Verstandnisfragen (2+2+3+2+5 = 14 Punkte)

Bitte beantworten Sie die folgenden Fragen kurz in Stichpunkten:

(a)

(b)

()

Welche Eigenschaften muss ein Operator A haben, damit dieser eine Observable in der
Quantenmechanik darstellt? Ist auch der Kommutator [A, B] eine Observable, falls A und
B Observablen sind? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Wir betrachten Quantenmechanik in einer rdumlichen Dimension. Z sei der Ortsoperator,
p der Impulsoperator. Wie lautet der fundamentale Kommutator [z, p]? Vereinfachen Sie
zudem den Kommutator [p?, 2%] soweit wie moglich.
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Wir betrachten den folgenden Hamilton-Operator H = s + ﬁ + 57 wobei L, Ly
und L, die kartesischen Komponenten des Bahndrehimpulsoperators sind. Geben Sie die
Eigenzusténde des Hamilton-Operators H fiir den Fall I, = I, an und bestimmen Sie deren
Eigenwerte.

Wann ist eine explizit zeitunabhéngige Observable eine Erhaltungsgrofe? Begriinden Sie
Thre Antwort!

Wir betrachten im Folgenden einen Teilchenstrom der Energie F, welcher von links auf eine
eindimensionale Potentialbarriere trifft. Die Potentialbarriere ist durch V(x) =0 fiir z > L
bzw. x < 0 sowie V(z) = Vp > 0 fiir « € [0, L] spezifiziert. Diskutieren Sie stichpunktartig
qualitativ (ohne Rechnung) Ihre Erwartungen fiir den Reflexions- und Transmissionskoeffi-
zienten in Abhéngigkeit von F, und kontrastieren Sie diese mit den Ergebnissen im Rahmen
der klassischen Physik. Gehen Sie hierbei insbesondere auf die Begriffe Tunneleffekt und
Resonanzen ein.

Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator (8 Punkte)

In dieser Aufgabe untersuchen wir relativistische Korrekturen zum harmonischen Oszillator mit
der Masse m und Frequenz w. Es sei Hy der Hamiltonoperator des nicht-relativistischen harmo-
nischen Oszillators und H; die erste fithrende relativistische Korrektur gegeben durch

ﬁ4

iy = C8m3c2

Bestimmen Sie die Energieeigenwerte des Hamilton-Operators H = Hy + \H; bis einschlieRlich
erster Ordnung in A mittels Stérungstheorie.

Folgende Identitdten konnten niitzlich sein:

. MWT +ip + MmwT —ip
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Bitte wenden!



Aufgabe 3: Spin-%-Teilchen (4424341 = 10 Punkte)

Wir betrachten im Folgenden ein Spin—%—TeilChen, wobei wir uns nur auf den Spin-Freiheitsgrad
fokussieren. Der zeitabhingige Hamilton-Operator H (t) sei in der Basis {|z;+), |z; =)} durch
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sowie
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gegeben, wobei (2 reell und positiv ist. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System im Zustand

% (|z;4+) — |2z; —)) préapariert.

(a) Berechnen Sie die Zeitentwicklung |¢(¢)) des Systems mit dem gegebenem Hamilton-
Operator H. Unterscheiden Sie hierbei die Falle ¢ < & und ¢t > §. Begriinden Sie Ihr
Resultat fiir ¢ < §.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert (S,) im Zustand |¢(t)) fiir ¢ > &+ wobei S, durch

v o~ h (0 —i
Sy 2(@ 0)

in der Basis {|z;+), |2; —)} gegeben ist.

1

(¢) Wir fithren nun zum Zeitpunkt ¢; = 37/(29) eine Messung mit dem Operator S, durch.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass Sie den Messwert +4/2 erhalten.

(d) Eine Messung mittels S, zum Zeitpunkt ¢; = 37/(2) hat nun tatsichlich den Messwert
+h/2 ergeben. In welchem Zustand befindet sich das System unmittelbar nach der Messung?

Ersatzlosung zum Weiterrechnen fiir Aufgabe (b), (¢) und (d), falls Sie Aufgabe (a) nicht geldst
haben: fiir ¢ > & sei der Zustand [¢(t)) durch

i) = 2o (§) 4 ge ()

in der Basis {|z;+), |2; —)} gegeben.

Aufgabe 4: Teilchen in zwei Dimension (3+5 = 8 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m in zwei Dimensionen, welches sich im folgenden Po-
tential V(z,y) befindet:
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(a) Formulieren Sie die zeitunabhingige Schrodingergleichung im Ortsraum und geben Sie die
vorliegenden Randbedingungen an.

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte und die Eigenzustédnde des Hamilton-Operators mittels ei-
nes Produktansatzes. Hierbei diirfen die Eigenfunktionen und -werte des eindimensionalen
harmonischen Ostzillators als bekannt vorausgesetzt werden.

Bitte wenden!



Aufgabe 5: Wasserstoff-Atom (3+2+3+2 = 10 Punkte)

Wir modellieren das Wasserstoff-Atom mittels eines Elektron im Coulomb-Feld, wobei |nim) die
iiblichen normierten Eigenzustdnde sind.

(a)

(b)

Welche Werte diirfen die Quantenzahlen n,! und m annehmen? Welche Messungen (und
mit welchen Messwerten) miisste man durchfithren, um den Zustand |nlm) zu praparieren?

Zeigen Sie, dass der Erwartungswert des Operators #* mit k& € N durch
o
(nlm|#* |nlm) = /dr 2 (R (r))?
0

gegeben ist. Hierbei ist die Wellenfunktion im Ortsraum ¢, (r, 9, ) = (r, ¥, p|nlm) durch
Unim (1,9, ) = Rpi(r) Yim (9, ¢) gegeben.

Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz des Operators 7 im Zustand |¢) =
|210).

Bestimmen Sie die radiale Koordinate rq, fir die die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
des Elektrons im Zustand |¢)) = |210) maximal wird.

Hinweise: Es gilt Roy(r) = , /525 - e~"/(2%8) wobei ap der sogenannte Bohrsche Radius

2443, ap

oo
ist. Des Weiteren gilt Yi9(9, ¢) = 1/ 1= cos? und [ do 0" e™¢ = k!
0

Aufgabe 6 (Bonus): Eigenschaften der Stérungstheorie (3+2+3+2 =
10 Punkte)

In dieser Aufgabe werden fundamentale Eigenschaften der nicht-entarteten Stérungstheorie dis-
kutiert. Wir betrachten den Hamilton-Operator H = Hg + AH1, wobei die Eigenzustidnde von

ﬁo mit

(a)

(0)

N > und deren nicht-entartete Eigenwerte mit ET(«LO) bezeichnet werden und \ reell ist.

Zeigen Sie, dass die Eigenzustdnde

0) 1) 9 : (1) <¢’(70L)‘ﬁ1 5‘0)> 0)
6n) = [6) + Al¢l)) + O(A?) mit  [¢{) = Y =0 [P )

(0)
m#n no Em
zur ersten Ordnung in A orthogonal zueinander sind.

Konstruieren Sie die orthonormierten Eigenzustinde |¢,), indem Sie |¢y) = /Zn(A) |dn)
ansetzen. Bestimmen Sie Z,,(\) bis zur quadratischen Ordnung in .

Zeigen Sie, dass die wahre Grundzustandsenergie Ey des Hamilton-Operators H immer
kleiner als E(()O) + )\E(()U ist.

Hinweis: Ritz’sches Variationsprinzip fiir H und einen geeigneten Zustand

Zeigen Sie, dass die Korrektur E(()Q) der Grundzustandsenergie zur zweiten Ordnung in A
immer kleiner als 0 ist. Hierbei ist E(()Q) durch

o |||
E® = %;0 ‘ < EO(()J) _1‘E7(79)>‘

gegeben.



