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Aufgabe 1: Wissens- und Verstandnisfragen

(3+5+2+14+1+2+3 = 17 Punkte)

Bitte beantworten Sie die folgenden Fragen kurz in Stichpunkten.

(a)

(d)

()

(f)

(g)

Wir betrachten Quantenmechanik in einer rdumlichen Dimension. & sei der Ortsoperator,
p der Impulsoperator. Ist der Operator pip selbstadjungiert? Begriinden Sie IThre Antwort!
Geben Sie zudem das Matrixelement (@] pZp |¢)) im Ortsraum in Form eines Integralaus-
drucks an!

Wir betrachten im Folgenden einen Teilchenstrom der Energie F, welcher von links auf eine
ein-dimensionale Potentialbarriere trifft. Die Potentialbarriere ist durch V(z) = 0 fiir z > L
bzw. < 0 sowie V(z) = Vp > 0 fiir x € [0, L] spezifiziert. Diskutieren Sie stichpunktartig
(ohne Rechnung) qualitativ IThre Erwartungen fiir den Reflexions- und Transmissionskoeffi-
zienten in Abhéngigkeit von F, und vergleichen Sie diese mit den Ergebnissen im Rahmen
der klassischen Physik. Gehen Sie hierbei insbesondere auf die Begriffe Tunneleffekt und
Resonanzen ein.

Der Hilbertraum H = H; ® Hg sei das Tensorprodukt zweier Hilbertraume, die durch die
Basen {|1,m)} mit m € {—1,0,1} und {|z, £)} aufgespannt werden. Geben Sie jeweils ein
Beispiel fiir einen verschrinkten und einen nicht-verschrankten Zustand an.

Welches Argument lasst sich fiir eine Bevorzugung des Begriffs ,,Unbestimmtheitsrelation®
gegeniiber , Unschérferelation” anbringen?

Berechnen Sie das Matrixelement (n|#3|n) fiir den harmonischen Oszillator, wobei |n) die
normierten Eigenzustidnde des Hamilton-Operators seien.

Zeigen Sie: Wenn ein Operator mit zwei Komponenten des Drehimpulsoperators kommu-
tiert, so kommutiert er auch mit der dritten Komponente.

Es seien |I,m) die tiblichen Eigenzusténde der Drehimpulsoperatoren ﬁz und L,. Berechnen
Sie das Matrixelement (I, m|L2|l, m).

Hinweis: Verallgemeinerte Drehimpulsoperatoren Jp = Jy + ijy wirken auf die Zustinde
|7, m) wie folgt

Jelim) =m/iG+1) —m(m 1) |jm+1) .



Aufgabe 2: Spin-% Teilchen (3424241 = 8 Punkte)

Wir betrachten im Folgenden ein Spin—% Teilchen, wobei wir uns nur auf den Spin-Freiheitsgrad
fokussieren. Der zeitunabhéngige Hamilton-Operator sei in der Basis {|z;+),|z; —)} durch

~ hQ [0 —i

=5 < i 0 )
gegeben, wobei Q reell ist. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System im Zustand |z;+) prapariert,
d.h. [¢(t =0)) = |z;+).

(a) Berechnen Sie die Zeitentwicklung des Zustands [¢(2)) fiir ¢ > 0 mit dem gegebenem
Hamilton-Operator H.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert (S,) im Zustand [¢(£)), wobei S, durch

 h(0 1
Sx_2<1 o)

in der Basis {|z;+),|z; —)} gegeben ist.

(¢) Wir fiihren nun zum Zeitpunkt ¢ eine Messung mit dem Operator S. durch. Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass Sie den Messwert +7/2 erhalten.

(d) Eine Messung mittels S. zum Zeitpunkt ¢ hat nun tatséichlich den Messwert +h/2 ergeben.
In welchem Zustand befindet sich das System unmittelbar nach der Messung?

Aufgabe 3: Wasserstoffatom (1+2+2+2+3 = 10 Punkte)

Wir modellieren das Wasserstoffatom mittels eines Elektrons im Coulombfeld, wobei |nim) die
iiblichen normierten Eigenzustdnde sind. Das System befinde sich im Zustand

o) = C (2 1200) + 4 |211) + (1 — ) [322) + 3 |321>) ,

wobei C' eine komplexe Konstante ist.
(a) Bestimmen Sie C' so, dass der Zustand |¢)g) normiert ist.

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Bahndrehimpulsoperators L,
am Zustand [¢o) den Messwert A zu erhalten? Wie lautet der Zustand nach der Messung?

(c) Wie gro® ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung von Teilaufgabe (b) den Messwert
h und bei einer unmittelbar danach ausgefiihrten Messung mittels H den Messwert Es zu
erhalten? Spielt es flir die Wahrscheinlichkeit bzw. den resultierenden Zustand eine Rolle,
welche Messung Sie zuerst durchfiihren? Begriinden Sie.

(d) Wie lautet die Zeitentwicklung des Zustands |1 (t)), wobei zum Zeitpunkt ¢ = 0 der Zustand
|1) vorliegen soll?

(e) Nehmen Sie nun an, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 die Messung mittels L’ durchgefiihrt wird.
Wie sieht die Zeitentwicklung des Zustands [¢g) aus, falls mit dem neuen Ausgangszustand
begonnen wird? Sind Erwartungswerte zeitunabhéngiger Observablen und deren Messwahr-
scheinlichkeiten fiir diese Zeitentwicklung des Zustands noch zeitabhéngig? Begriinden Sie
Ihre Antwort.



Aufgabe 4: Harmonische Storung (244 = 6 Punkte)

Ein quantenmechanisches Teilchen der Masse m in einer Dimension befinde sich in einem unend-

lichen Potentialtopf
(m) — { ’ ( ’ ) ’

oo, sonst,

(a) Wir betrachten zuerst das ungestorte System, d.h. A = 0. Leiten Sie die Eigenwerte und
Eigenzustinde des Hamiltonoperators her.

(b) Berechnen Sie fiir kleine Stérungen (A < 1) die Korrektur zum n-ten Energieeigenwert in
erster Ordnung in A.

Hinweis: Zum Ausfihren der Integrale kann die Identitit sin®(u) = 3(1 — cos(2u)) niitzlich sein.

Aufgabe 5: Gaufi’sches Wellenpaket (34+2+3+1 = 9 Punkte)

Wir betrachten ein eindimensionales Teilchen der Masse m im harmonischen Potential V(z) =
mT“’QxQ. Dessen Wellenfunktion zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei gegeben durch das Gauft’sche Wellenpaket
mw /4 mw

v(@,0) = (52) " exp (<5 (x — 20)?)
T
(a) Entwickeln Sie diese Wellenfunktion in der Eigenbasis des harmonischen Oszillators.

Zur Probe: Die Koeffizienten sind von der Form o, = v™(n!2")~"2.

(b) Zeigen Sie die folgende Identitét:

o0

Z an(x) = exp (2tx — 7).

n=0

(c) Berechnen Sie die Zeitentwicklung v (x,t) der Wellenfunktion fiir Zeiten ¢ > 0. Handelt es
sich immer noch um ein Gauf’sches Wellenpaket?

(d) Bestimmen Sie die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte und zeigen Sie, dass das Wellen-
paket nicht zerfliefit.

Hinweis: Nutzen Sie die folgende Formel sowie die Integraldarstellung der Hermite-Polynome:

oo o0
2n
/ du Hy(w)e™ ) = \/7(2u0)",  Hn(z) = 7 / dy (z + iy) e’ .
™
—o —00
Zur Erinnerung: Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators lauten

1 _a? h
On(x) = ————===Hp(x/N)e 227 mit A =4/—.
2nnl/TA mw



Bonusaufgabe 6: Verborgene Symmetrie im Wasserstoffatom

(24+4-+3+6=15 Punkte)

Fiir ein klassisches Teilchen mit Ortsvektor 7 und Drehimpuls L in einem Zentralfeld V' (r) = —l‘;—z
ist der sogenannte Runge-Lenz-Vektor definiert durch
k2

R=7rxL——r. (1)
r

Dieser Vektor ist eine Erhaltungsgrofe, d.h. R = 0, woraus sich leicht die Ellipsenbahn des
Teilchens ableiten lasst.

(a) Was versteht man unter dem Korrespondenzprinzip? Begriinden Sie mit diesem, dass es
sich bei dem Operator

R:Q}n(i)xi—f;xp)—ff 2)

um das Analogon des RL-Vektors fiir ein quantenmechanisches Teilchen im Zentralpotential
handelt.

(b) Vergewissern Sie sich, dass jede Komponente Ly des Drehimpulsoperators sowohl mit p?
als auch % kommutiert. Zeigen Sie davon ausgehend, dass es sich auch bei R um eine
Erhaltungsgrofe im quantenmechanischen Sinne handelt.

(c¢) Durch eine dhnliche Rechnung wie in (b) und Reskalierung lassen sich die Relationen
[Ri,Lj) = ihejpRy  und  [Ry, Ry] = iheyjrly, (3)

herleiten. ZeigenA Sie, d%SS d}ese zu zwei separaten Drehimpulsalgebren entkoppeln, wenn
die Operatoren T' = (L + R) und S = 1(L — R) eingefiihrt werden.

~2 ~2 ~ 2
(d) Wie stehen T" und S~ in Beziehung? Geben Sie die Eigenwerte und -zustédnde von T,
. . a2 NP
T und S an und nutzen Sie die Beziehung! —2HR™ = 2H(L" + h%) + k*, um das
Energiespektrum und die Entartung des Wasserstoffatoms herzuleiten.

!Die Beziehung muss nicht hergeleitet werden.



