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Aufgabe 1: Wissens- und Verstandnisfragen

(443424243 = 14 Punkte)

Bitte beantworten Sie die folgenden Fragen kurz in Stichpunkten.

(a)

Wir betrachten Quantenmechanik in drei rdumlichen Dimension. Die Komponenten des
Ortsoperators werden mit &,y und Z bezeichnet, die jeweiligen Komponenten des Impuls-
operators mit p,, p, und p.. Begriinden Sie, ob die folgenden Operatoren selbstadjungiert
sind: O1 = 22, Op = &p, sowie O3 = &p,. Geben Sie zudem fiir alle drei Operatoren das
Matrixelement (¢| O; 1) im Ortsraum in Form eines Integralausdrucks an!
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Wir betrachten den folgenden Hamilton-Operator H = L—i + L—Z 2% wobei L, L,

und L, die kartesischen Komponenten des Bahndrehimpulsoperators sind. Geben Sie die
Eigenzustédnde des Hamilton-Operators H fiir den Fall I, = I, an und bestimmen Sie deren
Eigenwerte.

Der Hilbertraum H = H1 ® Hs sei das Tensorprodukt zweier Hilbertraume, die durch die
Basen {|1,m)} mit m € {—1,0,1} und {|z, £)} aufgespannt werden. Geben Sie jeweils ein
Beispiel fiir einen verschrankten und einen nicht-verschrinkten Zustand an.

Wie ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens am Ort x zum Zeitpunkt
t gegeben? Kann diese grofser 1 werden? Wie hingen Wahrscheinlichkeitsstromdichte und
Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte zusammen?

Ein Physiker préapariert zum Zeitpunkt ¢ = 0 (unendlich oft) den gleichen Zustand |tg).
Leider ist der Physiker vergesslich, kann sich aber noch daran erinnern, dass er bei Energie-
Messungen an einer reprasentativen Stichprobe in 30 Prozent der Féllen die Energie E =
R%*72/(2mL?) und in 70 Prozent der Fillen die Energie E = 4h%72/(2mL?) erhalten hat.
Wie lautet ein moglicher Zustand |ig)? Ist dieser eindeutig? Falls ja, begriinden Sie Ihre
Antwort; falls nein, geben Sie einen weiteren moglichen Zustand an, der sich von |t) nicht
nur durch einen globalen Phasenfaktor unterscheidet.

Aufgabe 2: Spin-% Teilchen (242+2+1 = 7 Punkte)

Wir betrachten im Folgenden ein Spin—% Teilchen, wobei wir uns nur auf den Spin-Freiheitsgrad
fokussieren. Der zeitunabhéngige Hamilton-Operator sei in der Basis {|z;+),|z; —)} durch
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gegeben, wobei Q reell ist. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System im Zustand |z;+) prapariert,
d.h. [Pt =0)) = |z;4).



(a) Berechnen Sie die Zeitentwicklung des Zustands |¢(t)) fiir ¢ > 0 mit dem gegebenem
Hamilton-Operator H.

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert <S’y> im Zustand |1 (t)), wobei S*y durch
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in der Basis {|z;+),|z; —)} gegeben ist.

(c) Wir fiihren nun zum Zeitpunkt ¢ eine Messung mit dem Operator S, durch. Berechnen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass Sie den Messwert +7/2 erhalten.

(d) Eine Messung mittels S, zum Zeitpunkt ¢ hat nun tatséichlich den Messwert +h/2 ergeben.
In welchem Zustand befindet sich das System unmittelbar nach der Messung?

Ersatzlosung zum Weiterrechnen fiir Aufgabe (b) und (c), falls Sie Aufgabe (a) nicht gelost

haben: . )
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Aufgabe 3: Wasserstoffatom (2+1+4+1 = 8 Punkte)
Wir modellieren das Wasserstoffatom mittels eines Elektrons im Coulombfeld Vg (r) = —Ze?/r,

wobei |nim) die iiblichen normierten Eigenzustande sind.

(a) Welche Werte diirfen die Quantenzahlen n,! und m annehmen? Welche Messungen (und
mit welchen Messwerten) miisste man durchfithren, um den Zustand |[nlm) zu praparieren?

(b) Berechnen Sie den Entartungsgrad des n-ten Energiceigenwerts E,,.

(¢) Das Coulombpotential Vi (r) berticksichtigt nicht die endliche Ausdehnung des Kerns. Un-
ter der Annahme eines homogen geladenen Kerns des Radius rg erhélt man stattdessen das

Potential
0 fir r > rg
Vi(r)=Vo(r) + Vi(r) =Vo(r) + 9 2 )2 "
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Wir betrachten nun den (gestérten) Hamiltonoperator H = % + Vo (r) + AVi(r). Bestim-

men Sie die Korrektur des Energieeigenwerts des Grundzustands zur ersten Ordnung in
A

Hinweis: Die Wellenfunktion im Ortsraum ¥, (r, 9, @) = (r, 9, @|nlm) ist durch Yppm (r, 9, @) =

R (1) Yim (9, ¢) gegeben. Insbesondere gilt Yoo(V, ) = 1/ 4= und Rip(r) = | /% e 4r/an
B

wobei ap der sogenannte Bohrsche Radius ist. Fiihren Sie die Integrale mit partieller Inte-

gration aus.

(d) Was miissen Sie bei der Berechnung der Korrektur der Energiceigenwerte der angeregten
Zustande zusétzlich beachten?

Aufgabe 4: Endlich tiefer Potentialtopf (2+4+1+5 = 12 Punkte)

Ein quantenmechanisches Teilchen der Masse m in einer Dimension befinde sich in einem endlich
tiefen Potentialtopf der Form

% fii < L/2
V=0 SR
0 fir |z| > L/2

wobei Vj < 0 gelte.



(a) Diskutieren Sie, in welchem Energiebereich gebundene Zustdnde bzw. Streuzusténde fiir
dieses Potential existieren. Geben Sie den jeweiligen Entartungsgrad an.

(b) Zeigen Sie, dass die Wellenfunktion

Y(x)=C {COSW) fiir |z| < L/2
cos(kL/2) exp(—k(|x| — L/2)) fiir |x] > L/2

fir Vo = —% und k? = k2 einen gebundenen Zustand der Energie £ = Vj/2 beschreibt.
Verwenden Sie dazu die zeitunabhingige Schrédingergleichung, und priifen Sie die Uber-
gangsbedingungen. Bestimmen Sie k. Wodurch ist das Vorzeichen von k bestimmt? (Die

Konstante C' muss in dieser Aufgabe nicht bestimmt werden.)

(¢) Woran kann man erkennen, dass es sich um den Grundzustand und nicht den ersten ange-
regten Zustand handelt?

(d) Berechnen Sie die Varianz des Ortsoperators Z in dem in Teilaufgabe (b) konstruierten
Zustand. Geben Sie zudem eine untere Schranke fiir die Varianz des Impulsoperators p in
diesem Zustand an.

Hinweis: Zum Ausfithren der Integrale konnen die folgenden Formeln hilfreich sein:

1
cos?(z) = 5(1 + cos(2z)),
y
2 1 2 .
dz x® cos (22) = 1 (2y cos(2y) + (2y” — 1) sin(2y)) .

0
Aufgabe 5: Harmonischer Oszillator (1+2+2+2+2 = 9 Punkte)
Wir betrachten ein eindimensionales Teilchen der Masse m im harmonischen Potential V (z) =
mw? 2
2 T

(a) Berechnen Sie den Kommutator der Operatoren @ und af, wobei a = , /Bl 4 ﬁﬁ
gilt. Hierbei bezeichnet & den Ortsoperator und p den Impulsoperator.

(b) Berechnen Sie das Matrixelement (n|Zp|n) fir den harmonischen Oszillator, wobei |n) die
normierten Eigenzustinde des Hamilton-Operators seien.

(c¢) Bestimmen Sie zudem die normierte Wellenfunktion des ersten angeregten Zustandes ¢;(x).
Sie diirfen hierbei die Wellenfunktion des Grundzustandes

/ 2
i) = (122)" (-1

verwenden.
(d) Geben Sie die zeitliche Entwicklung eines Zustandes an, der bei t = 0 als

9,1 =0) = 5 (9ole) + V3n(2))

gegeben ist.

(e) Berechnen Sie die Erwartungswerte von Ort und Energie fiir diesen Zustand zum Zeitpunkt
t.



