Ausfihrliche Grundlagen zum Versuch 303

Standardabweichung

Wie entsteht die Standardabweichung? Bei wissenschaftlichen Messreihen resultiert sie aus
dem Zusammenwirken aller Messfehler, d.h. die Standardabweichung s ist ein Mal fiir die
Qualitat der Messung. Sie sollte aber nicht als Fehler des Mittelwertes betrachtet werden, denn
dieser ist in der Regel deutlich kleiner.

Bei von Natur aus statistisch verteilten MessgrofRen ist eine gewisse Streuung von vorneherein
gegeben. Sie hat nichts mit ,,Qualitdt der Messung® zu tun, allenfalls mit der Messzeit (siehe
unten). Im vorliegenden Fall einer Poisson-Verteilung steht die Standardabweichung in direk-
tem Verhéltnis zum Mittelwert. Sie ist fur eine hinreichend grofl3e Zahl n von Messwerten gleich
der Wurzel des Mittelwertes (s = vx). Entsprechend gilt fir die Varianz s? = .

Beim Waurfeln, wo im Falle eines ideal gebauten Wirfels und einer groRen Zahl von Wiirfen
alle Zahlen von 1 bis 6 gleich oft vorkommen sollten, ist naturlich der Mittelwert (ebenso wie
die immer gleiche Streuung) bereits vorher bekannt und ausrechenbar.

Bemerkung zu G1.2 in Anleitung 303: Im Nenner der Gleichung ist durch den Term (n —1) berticksichtigt, dass zur
Schétzung der Standardabweichung schon ein anderer Schatzwert benutzt wird, namlich der Mittelwert. Kennt
man den wahren Wert, so wird durch n geteilt. In Statistiklehrbiichern findet man diesen Unterschied unter den
Begriffen ,,Standardabweichung der Stichprobe* (n —1) bzw. ,,Standardabweichung der Grundgesamtheit (n). Bei
gangigen Softwareprodukten und modernen Taschenrechnern kénnen meist beide Werte berechnet werden.

Genauigkeit des Mittelwertes

Bei physikalischen Messreihen (also auch im Praktikum) interessiert neben der Groi3e des Mit-
telwertes x vor allem dessen Genauigkeit Ax (Stichwort: Fehlerrechnung). Oft wird fiir die Ge-
nauigkeit des Mittelwertes die Standardabweichung verwendet. Diese auf den ersten Blick na-
heliegende Vermutung (Ax = + s) erweist sich jedoch als falsch, denn wenn man die Messreihe
mehrmals hintereinander wiederholt und jeweils den Mittelwert berechnet, dann sieht man, dass
die Streuung sz der Mittelwerte viel kleiner ist als die Streuung s der einzelnen Messwerte. Das
liegt daran, dass sich durch die Mittelwertbildung die groen ,,Ausreifier* (nach oben und un-
ten) gegenseitig aufheben. Die Genauigkeit Ax (Streubreite der Mittelwerte sz) ist Ax = +s/+/n.
Im Versuch wird dieser Zusammenhang mit Hilfe des Wiirfel-Simulationsprogramms nachge-
wiesen (er lasst sich auch auf Basis statistischer Axiome herleiten).

Durch die Aufnahme vieler Messwerte verbessert man also nicht die Giite der Messung an sich
(s ist unabhédngig von n), daftr aber die Zuverlassigkeit der Schatzung von x (Ax wird Kleiner).
Man konnte allerdings auch s beeinflussen (durch genaueres Messen).

Bei rein statistischen Messungen ist es anders. Dort wird die Genauigkeit des Mittelwertes
allein durch die Anzahl der Messwerte (meistens limitiert durch die Messzeit) bestimmt. Der
Abschnitt ,,Wann wird aus der Poisson- eine Normalverteilung?* zeigt anhand eines Beispiels,
wie sich durch VergroRerung der Messzeit der relative Fehler verringert.

Normalverteilung
Die Normalverteilung (GauBsche Glockenkurve) ist die bekannteste und wichtigste statistische

Verteilung. Das liegt zum einen daran, dass sie als mathematische Funktion analytisch einfacher
zu handhaben ist als diskrete Zusammenhange wie Zahlraten und Ziffern und es daher schon



aus praktischen Griinden erstrebenswert ist, eine gegebene Verteilung durch eine Normalver-
teilung anzunahern. Ihre herausragende Bedeutung erhélt sie aber durch die Gultigkeit des
Zentralen Grenzwertsatzes, womit sie bei vielen Messungen in Naturwissenschaft und Technik
als die Fehlerverteilung schlechthin betrachtet werden kann. Eine Normalverteilung entsteht
immer dann, wenn sich viele unabhéangige ZufallsgréRen aufsummieren, was in der Praxis hau-
fig vorkommt, aber (Vorsicht!) im konkreten Fall ggf. auch erstmal nachgewiesen werden muss
(nicht alles ist normalverteilt).

Bei der GauRkurve liegen ca. 68% aller Werte im Intervall u« £ o (Lo-Bereich) um den Mittelwert
i, ca. 95% im Intervall u £ 20 (20-Bereich), ca. 99.7% im Intervall « + 30 (30-Bereich) usw.
Die Gleichung der Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung w(x) lautet:

w(Xx) = e_;(X o Hj .

Bemerkung zur Verwendung der Variablen x, s, p und o: Bei der Normalverteilung wird der Zentralwert mit p
und die Standardabweichung mit ¢ bezeichnet. Diese Bezeichnungsweise bietet sich allgemein fiir theoretische
Vertei-lungen bzw. (unendlich groRe) Grundgesamtheiten an. Bei endlichen Stichproben ist es dagegen besser, x
und s zu verwenden.

Experiment Theorie
(Stichprobe) = (Grundgesamtheit)
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Zentraler Grenzwertsatz der Statistik

Der Zentrale Grenzwertsatz besagt, dass Summen von jeweils n Zufallszahlen, die derselben
Grundgesamtheit entnommen werden, fur grofRe n eine Normalverteilung bilden, unabhangig
davon, wie die einzelnen Zufallszahlen selber verteilt sind. Ursache ist das schon mehrfach
erwéhnte gegenseitige Kompensieren der Ausreil3er, und es gilt wieder: je groer die Anzahl
der Summanden, desto deutlicher ist der Effekt.

Teilt man eine Summe durch die Anzahl ihrer Summanden n, so erh&lt man das arithmetische
Mittel. Damit kann der Satz in gleicher Weise auch fur die Mittelwerte formuliert werden: Die
Mittelwerte X von Stichproben, bestehend aus jeweils n Zufallszahlen xx einer beliebiger Aus-
gangsverteilung, sind immer normalverteilt. Dabei ist der Mittelwert dieser Verteilung derselbe
wie der von xk, ndamlich x, wahrend die Varianz s2 um den Faktor n kleiner ist als die Varianz
s? der Ausgangsverteilung. Fir die Standardabweichung s der Mittelwert-Verteilung gilt da-

her: sz =s/vn.

Poisson-Verteilung

Die Zahlraten der natiirlichen Radioaktivitat bilden eine Poisson-Verteilung. Die Poisson-Ver-
teilung ist in der Natur sehr haufig anzutreffen. Sie entsteht immer dann, wenn eine sehr geringe
Ereigniswahrscheinlichkeit (radioaktives Isotop mit einer Halbwertszeit von Millionen Jahren
zerfallt ausgerechnet jetzt, wahrend wir es beobachten) einer sehr groRen Zahl von Ereignis-
maoglichkeiten (es gibt extrem viele dieser Isotope) gegeniibersteht.
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Bild 1: Poisson-Verteilung mit x = 3.

Die zugehorige Gleichung lautet:

k
P(k) = lim B(k,n,p) = A e’ mit X=5"=XA
p—0 k!
Die Herleitung der Formel (Grenzlibergang) kann Statistik-Lehrbiichern entnommen werden.
Die Poisson-Verteilung hat eine gewisse Ahnlichkeit mit der GauRschen Glockenkurve und
kann fur grof3e Mittelwerte x auch durch diese angenahert werden (Erklarung siehe unten). Fir
kleine Mittelwerte ist sie aber deutlich unsymmetrisch, sie besitzt eine sog. ,, Schiefe . Dass
eine Normalverteilung urspriinglich aus einer Poisson-Verteilung hervorgegangen ist, sieht
man am Zusammenhang s> = ¥ bzw. s = v/x, d.h. wenn man eine Normalverteilung findet, deren
Breite s etwa gleich der Wurzel ihres Mittelwertes ist, so kann man vermuten, dass ihr eigentlich
ein poissonverteilter Zusammenhang zugrunde liegt.

Wann wird aus der Poisson- eine Normalverteilung?

Im Versuch wird mit einer relativ kleinen Z&hlzeit von ca. 2s gearbeitet. Damit erhalten wir
Werte im Bereich 0 bis 10 unsymmetrisch verteilt mit einer Haufung bei 3. Wirden wir die
Zahlzeit auf 200s stellen, kdmen Werte im Bereich 250 bis 350 heraus, jetzt aber nahezu
symmetrisch um den Mittelwert 300. Warum? Durch die Erhéhung auf 100 - 2s = 200s werden
praktisch 100 ZufallsgroRen im Bereich O ... 10 intern aufaddiert und erst am Ende die Summe
abgefragt. Statistisch betrachtet sind unsere Messwerte in diesem Fall ,,Summen von unab-
hangigen ZufallsgroRen derselben Grundgesamtheit™ (genau wie vom Zentralen Grenzwertsatz
verlangt), d.h. jetzt sollten die gemessenen Z&hlraten nédherungsweise normalverteilt sein. Die
urspringliche Poissonverteilung ist aber noch daran zu erkennen, dass die Standardabweichung
etwa der Wurzel des Mittelwertes entspricht. Ganz nebenbei (aber fiir die Praxis relevant) er-
hoht sich mit der Messzeit die (relative) Genauigkeit der Messung, die Verteilung wird bezogen
auf den Mittelwert schmaler. Bei 2s ist ¥ = 3 und damit s = 1.73, bei 200s ware X = 300 und s
~ 17.3; der relative “Fehler” (s/x) ist im ersten Fall 58%, im zweiten Fall nur noch 5.8%. Die
Erhoéhung der Messzeit um den Faktor 100 verbessert also die Messgenauigkeit um den Faktor
v/100 = 10. Dasselbe wire passiert, hatte man die Messung mit 2s Zahlzeit 100 mal wiederholt
und dann statistisch ausgewertet.



Statistik und Fehlerrechnung

Bei der Messung physikalischer GroRen existiert im Gegensatz zu den im vorliegenden
Experiment untersuchten Beispielen (Wiirfeln, radioaktiver Zerfall) nicht ein ,,wahrscheinlich-
ster* sondern tatséchlich ein ,,wahrer* Wert. Dass dieser mit einer einmaligen Messung nicht
genau getroffen wird, liegt an der begrenzten Messgenauigkeit, verursacht durch die zufalligen
Fehler. Es ist sinnvoll, immer dort wo es maoglich ist, eine Messung mehrmals zu wiederholen.
Das hat mehrere Vorteile:

1) Es lassen sich grobe Fehler erkennen.
2) Man erhalt ein Gefiihl fir die erreichbare Genauigkeit.
3) Die Genauigkeit des Ergebnisses wird durch Mittelwertbildung besser.

Durch das Wiederholen der Messung erhalten wir eine stichprobenartige Folge (unabhéangiger)
Messwerte, d.h. eine Verteilung von n Einzelwerten Xk, von der wir das arithmetische Mittel x
und die Standardabweichung s berechnen konnen. Die Standardabweichung ist, wie bereits
oben geschrieben, zwar ein gutes MaR fir unsere Genauigkeit, aber sie ist noch nicht der Fehler
des Mittelwertes, was man dann sieht, wenn dieselbe Messreihe mehrfach wiederholt wird.
Dann ist die Streuung der Mittelwerte namlich deutlich kleiner (um +/n kleiner) als die Streu-
ung s der einzelnen Messwerte.

Welchen Fehler soll man nun fur den Mittelwert angeben und wie sicher ist dieser Wert? Das
folgende Gedankenexperiment liefert die Antwort auf diese Frage: Ausgehend vom Zentralen
Grenzwertsatz kann man den Mittelwert unserer Messreihe als Teil einer Normalverteilung
betrachten, die entstanden wére, hatten wir die Messreihe mehrmals (z.B. tausend Mal, so wie
bei der Wirfelsimulation) wiederholt. Deren Maximum entsprache dann ziemlich gut dem
wahren Wert. Unser Mittelwert kdnnte zufallig in der N&he des Maximums liegen, aber auch
zufallig ganz weit auf3en, wir wissen es nicht (da in der Praxis natirlich keine 1000 Wieder-
holungen gemacht werden). Was wir aber wissen (da wir die Eigenschaften der GauRschen
Glockenkurve kennen) ist, dass er mit 68% Wahrscheinlichkeit im Bereich + sz um den wahren
Wert (entsprechend u + o) liegt, da ein Intervall der Breite + s; um den wahren Wert 68% aller
maoglichen Mittelwerte enthalten wirde, die beim mehrmaligen Wiederholen der Messreihe
aufgetreten waren. D.h. wir kénnen fur unser Ergebnis x als Fehler ruhig den Wert Ax = sz =
+ s/+/n angeben, missen aber hinzufiigen, dass diese Genauigkeit nur in ca. 68% aller Falle
garantiert werden kann.

Die Genauigkeit (Vertrauensbereich, Konfidenzintervall) eines statistischen Resultats kann also
immer nur mit einer begrenzten statistischen Sicherheit angegeben werden. Das muss man ak-
zeptieren.

Die Fehlerangabe x + s/v/n bietet eine 68%-ige Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der wahre
Wert im Intervall (X — s/+/n) bis (x + s/+/n) liegt (Vertrauensbereich fiir 68% statistische
Sicherheit). Das ist nicht schlecht, bedeutet aber auch, dass der von uns angegebene Fehler in
einem Drittel der Félle zu klein ware. Wiirde man das Fehlerintervall verdoppeln: Ax=2-s/vn
(entsprechend p + 20), dann wiirde die Sicherheit der Genauigkeitsangabe schon 95% betragen.
Da in der Statistik keine 100%-igen Aussagen moglich sind, geht es immer darum, unter
Bertcksichtigung der gewiinschten bzw. geforderten statistischen Sicherheit den zugehdrigen
,Fehler bzw. besser ,,Vertrauensbereich® (¥ + t - s/+/n) des Ergebnisses x anzugeben.



t-Verteilung

Die Grole t, die im letzten Satz des vorhergehenden Abschnitts aufgetaucht ist (der sogenannte
,t-Parameter), kommt von der ,,Student- oder t-Verteilung“ (vgl. Literatur) und kann ganzzah-
lig (1, 2, 3, ...) aber auch beliebig ,.krumm*® sein. Sie héngt von der Statistischen Sicherheit p
bzw. der Irrtumswahrscheinlichkeit o = (1 — p) und vom Stichprobenumfang n ab und kann
Tabellen entnommen werden.

Tab. 1: Parameter t in Abhéngigkeit von der Wahrscheinlichkeit p
und der Stichprobengrofe n.

p n=5 'n=10 | n=20|n=50 [n=100
68% 1.08 1.05 1.02 1.01 1.00
95% 2.78 2.26 2.09 2.00 1.98
99% 4.60 3.25 2.85 2.68 2.64

Auch bei der Linearen Regression muss die statistische Sicherheit beachtet werden. Die (ib-
lichen Computerprogramme geben als Fehler fir Anstieg und Achsenschnittpunkt den Stan-
dardfehler aus. Dieser gilt nur fiir 68% aller Félle (und auch nur fir grof3e n). Bei einer ge-
wilnschten statistischen Sicherheit von 95% muss noch mit dem zugehérigen t - Parameter (vgl.
Tabelle) multipliziert werden.

Tab.2: Parameter t bei linearer Regression fir p = 95%
in Abhéngigkeit von der Zahl der Messpunkte.

Anzahl der Messpunkte | 5 | 10 | 20 100
t - Parameter 32123 121120
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