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351 — Ubertragungsfunktionen

1 Aufgaben

1. Bauen Sie einen RC-Hochpass oder einen RC-Tiefpass auf.

a) Bestimmen Sie die Amplituden- und die Phaseniibertragungsfunktion.

b) Messen Sie die Grenzfrequenz.
2. Bauen Sie einen Ubertrager mit Eisenkern (Transformator) auf.

a) Bestimmen Sie die Amplitudeniibertragungsfunktion.

b) Bestimmen Sie die Resonanzfrequenz durch Amplituden- und Phasenmessung,.

2 Grundlagen

Stichworte: Wechselstromkreis, Ubertragungsfunktion, Amplituden- und Phasenmessung,
Grenzfrequenz, Oszilloskop, elektrischer Widerstand, Kapazitdt, Induktivitit, Transformator

2.1 Wechselstromkreis

Eine Wechselspannung wird durch ihre Amplitude Uy, ihre Frequenz f sowie eine mdogliche
Anfangsphasenverschiebung ¢ charakterisiert:

U(t) = Uy -sin(27 ft + o) (1)
Vielfach findet eine dquivalente Darstellung dieser Gréfte in der komplexen Ebene statt:

U(t) = Ua - exp (i[27 ft + o)) (2)
Spannung und Strom sind iiber das ohmsche Gesetz verkniipft:

U
7= 3)

wobei Z = R + iX die komplexwertige Impedanz darstellt. Den Realteil der Impedanz nennt
man Wirkwiderstand R, der Imaginérteil heifst Blindwiderstand X. Die Impedanzen fiir den
ohmschen Widerstand R, die Kapazitiat C' sowie die Induktivitdt L lauten:

Zr =R (4)
1 o1

Yo=je = e )

Zy, = +iwL (6)

Man erkennt, dass induktive sowie kapazitive Impedanzen frequenzabhingig und rein imaginér
sind, der ohmsche Widerstand ist hingegen rein reell und frequenzunabhéngig. In der komplexen
Zahlenebene ergibt sich somit fiir diese 3 Impedanzen das in Abb. 1(a) dargestellte Verhalten.
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Abbildung 1: (a) Impedanzen eines ohmschen Widerstands R, einer Kapazitidt C' und einer
Induktivitdat L in der komplexen Ebene. (b) Impedanz Z(w) = R + iX (w) eines
beliebigen Bauelements oder einer Baugruppe, z.B. fiir die Reihenschaltung eines
ohmschen Widerstands und einer Induktivitét bei einer gegebenen Frequenz.

Alle fiir den Gleichstromkreis geltenden Gesetze konnen weiterhin angewandt werden, wenn
man komplexe Spannungen, Strome und Widerstiande (genauer: Impedanzen) zuléisst. Die Zu-
sammensetzung der Impedanz Z aus Real- und Imaginérteil bzw. aus Betrag und Phase ist
durch folgende Beziehungen gegeben (siche Abb. 1(b)):

Z=Re{Z}+i-Im{Z} = R+iX (7)
2] = /(Re{Z})? + (Im{2})” (8)
arg{Z} = ¢ = arctan <Im{Z}) (9)

Re{Z}
Damit ergibt sich eine zu Gleichung (7) &dquivalente Darstellung:
Z=\Z|- €% (10)

Die Parameter Amplitude, Phase und Frequenz einer Wechselspannung kénnen mithilfe eines
Ostzilloskops gemessen werden. Fiir die Phasenmessung stehen prinzipiell zwei unterschiedliche
Verfahren zur Verfiigung. Zum einen lésst sich die Phasenverschiebung Ay zwischen Eingangs-
und Ausgangssignal durch Lissajous-Figuren bestimmen (siehe Abb. 2(a)). Nach Nullpunkt-
abgleich kann Ay durch Ablesen der Achsenabschnitte wie folgt ermittelt werden:

Ay = arcsin <Zg;> = arcsin <ZZ> (11)

N
/e
20, 0

WL Umin

Abbildung 2: Phasenmessung mit dem Zweikanal-Oszilloskop HM1508 (a) mittels Lissajous-
Figuren im Modus ,,XY* sowie (b) mittels Zeitunterschieden im Modus ,,DUAL*.
2 Warum ist es sinnvoll, die doppelten Ausdehnungen 2u bzw. 2U zu messen?
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Eine weitere Moglichkeit besteht in der direkten zeitlichen Verschiebung zweier Signale (siehe
Abb. 2(b)). Durch die Kenntnis der Periodendauer T (entspricht einem Ag von 27 bzw. 360°)
kann diese Zeitverschiebung At in die Phasenverschiebung Ay umgerechnet werden:

NN

2.2  Ubertragungsfunktionen

Vielfach besitzt eine elektronische Baugruppe ein Eingangs- und ein Ausgangssignal. Das (kom-
plexe) Verhéltnis dieser beiden Grofen wird Ubertragungsfunktion genannt:

,Ausgang*

U,
) — — 1
9(w) U, ,Eingang* (13)

Durch Kenntnis von ¢g(w) kann jeder beliebigen Eingangsspannung eine Ausgangsspannung zu-
geordnet werden. g(w) enthélt somit die komplette Information der Baugruppe. Im Allgemeinen
ist die Ubertragungsfunktion eine komplexe Grofe und kann deshalb auch wie folgt angegeben
werden:

g(w) = |g(w)| - exp[i - arg{g(w)}] (14)

Den Betrag |g(w)| nennt man Amplitudeniibertragungsfunktion, den Phasenanteil Phaseniiber-
tragungsfunktion o(w) = arg{g(w)}. Experimentell bestimmt man die komplexe Ubertragungs-
funktion durch getrennte Messung von Amplituden- und Phaseniibertragungsfunktion. Hierzu
legt man eine Wechselspannung bekannter Amplitude und Frequenz an und misst die Ampli-
tude und Phasenlage der Ausgangsspannung. Durch Variation der Frequenz erhilt man so die
komplexe Ubertragungsfunktion g(w).

H 0 o[
Ue _ Ua

Abbildung 3: RC-Glied als (a) Hochpass bzw. (b) Tiefpass. In beiden Féllen liegt eine Reihen-
schaltung eines ohmschen Widerstands R mit einem Kondensator der Kapazitét
C vor. Es bildet sich ein Spannungsteiler fiir Wechselspannung. Da der Konden-
sator einen frequenzabhéngigen Blindwiderstand besitzt, ist das Teilerverhéltnis
jetzt auch frequenzabhéngig.

Abbildung 3 zeigt den Aufbau eines RC-Glieds als Hoch- und als Tiefpass. Die entsprechen-
de Ubertragungsfunktion des Tiefpasses berechnet man mithilfe der Spannungsteilerregel (wie
Gleichung (5) im Versuch 350, jedoch hier mit Impedanzen Z):

1
Zc iwC 1
a pr— e . pr— e . = e . N 15
v Zr+ Zc v R+i U 1+ wRC (15)
iwC
U, 1
= ——= — 1
9@) =5 = TR0 (16)
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Nun stellen wir g(w) in kartesischer Form (z = z + dy) dar:
1 B 1 1—iwRC
1+iwRC  1+iwRC 1—iwRC
—_——

=1

1 ) —wRC
= W)= 1+ w?R2C? e 1+ w?R2C? (0
=Re{g(w)} =Im{g(w)}

Die exponentielle Form (g = |g| - €!?) leitet sich wie folgt ab:

|g(w)|:\/( 12 L (CwRO? 1 18)

1+ w?R2C%)2 T (1+w?R2C2)?2 /It w2R202

anofw) = gy
o) = Rotg@y i "
1 ) efiarctan(wRC) (20)

= W)= V1+w2R2(C?

In Abb. 4 sind der Amplituden- und der Phasengang graphisch dargestellt.
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Abbildung 4: Amplitudengang und Phasengang eines RC-Tiefpasses aufgetragen iiber einer
logarithmisch skalierten Frequenzachse. Der darzustellende Bereich héngt von
der individuellen Grenzfrequenz fg des verwendeten Filters ab. Im oberen Dia-
gramm ist auch die |g(f)|-Achse logarithmisch skaliert.

Um den charakteristischen Abfall der Ubertragungsfunktion zu beschreiben, fithrt man die
sogenannte Grenzfrequenz ein.

Die Grenzfrequenz stellt die Frequenz dar, bei der die Amplitudeniibertra-
gungsfunktion auf den (1/v/2)-ten Teil ihres Maximalwertes abgefallen ist.

Fiir den RC-Tiefpass erhélt man somit aus Gleichung (18) eine Grenz(kreis)frequenz von:
1 1
= — =4 =
RC I = 9:re

wa (21)
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Analog ergibt sich fiir einen RC-Hochpass die folgende Ubertragungsfunktion:

1 )
w) = ceti arctan(1/[wRC]) 29
9 = A ey 22)

7 Vollziehen Sie bitte die Rechnung fiir den RC-Hochpass nach. Fiigen Sie die Herleitung von
Gleichung (22) ausgehend von der komplexen Spannungsteilerregel in Thr Protokoll ein.

2.3 Ubertrager

Zwei magnetisch miteinander gekoppelte Spulen bezeichnet man als Ubertrager (siche Abb. 5).
Sie werden vielfach eingesetzt, z.B. zur Leistungsanpassung, zum Entkoppeln gegeniiber einem
Massepotential oder zur Strom- bzw. Spannungstransformation.

Sekundarspule
N, Windungen

Primarspule
N; Windungen

Primarstrom o= =) Magneti
| I Fluss [ Scher Sekundarstrom
— 1, I2
\
—
Primar-
spannung
Uy
Sekundar-
spannung
U;
\

Eisenkern

Abbildung 5: Schematische Darstellung eines Ubertragers bestehend aus zwei Spulen und
einem Eisenkern. Primérseite (Index 1) und Sekundérseite (Index 2) sind je-
weils charakterisiert durch die Windungszahl N,,, die Stromstérke I, und die
Spannung U,,. Im Eisenkern mit der Querschnittsfliche F' flieffe der magneti-
sche Fluss ® = B - F. Quelle: BillC, Omegatron, Herbertweidner, CC BY-SA
3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4813105 (Stand:
11.10.2024).

Setzt man einen idealen Ubertrager voraus (Wirkungsgrad n = 1, Vernachlissigung von
Streufeldern und inneren Verlusten, sekundérseitiger Lastwiderstand Ry, — 00), so gilt:

U1:N1'% und UQZNQ'% (23)
Beachtet man, dass der magnetische Fluss in beiden Spulen gleich grof ist, so erhdlt man
unmittelbar einen Zusammenhang zwischen den Windungszahlen N; und No und dem Uber-
tragungsfaktor k:
Uz N
UM

Bei der Benutzung eines magnetischen Materials als Kern fiir den Ubertrager ist das hystere-
tische Verhalten des Materials zu beachten (sieche Abb. 6). Der Primérstrom I erzeugt in der
Primérspule der Lange [y eine magnetische Flussdichte B geméfs

NIy

B = pegpoH = Heftto = — (25)

k (24)
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Abbildung 6: Hysteresekurve (schematisch) eines magnetischen Kernmaterials mit stark nicht-
linearem B(H)-Verhalten. Quelle: D. Mietke, https://elektroniktutor.de/
elektrophysik/ephy_pict/hyster.png (Stand: 11.10.2024).

Gleichung (25) suggeriert einen linearen Zusammenhang zwischen B und H. Dem ist aber nicht
so, wie Abb. 6 zeigt. Da pug = 1,256637 - 107 Vs A~ ! m~! die magnetische Feldkonstante ist,
wird klar, dass peg keine Konstante, sondern eine stark nichtlineare Funktion der magnetischen
Feldstiarke H darstellt (in peg sind sowohl die relative Permeabilitit des Kernmaterials u, als
auch der Einfluss eines eventuell vorhandenen Luftspaltes zusammengefasst). Beim Erreichen
des Sattigungswertes Bax wird peg — 1. Somit unterscheidet sich das geséttigte Kernmaterial
kaum noch von Luft, d.h. seine biindelnde Wirkung geht zunehmend verloren, und damit ist
der Sekundérkreis kaum noch mit dem Primérkreis gekoppelt. Die Sittigung des magnetischen
Kernmaterials ist daher zu vermeiden. €2 Was muss man also in der Praxis beachten?

Beziiglich der Frequenzabhiingigkeit der Ubertragungsfunktion betrachtet man das Induk-
tionsgesetz. Setzt man fiir die Induktion ® = &,y - sin(wt) voraus, so ergibt sich:

do
U =N;- 5 = Ni - oy - w - cos(wt) = Ut max - cos(wt) (26)
und damit
Ul,max = N1 Ppax-w= N1+ Bpax - F- 27Tf (27)

Man erkennt, dass beim Ubergang zu sehr kleinen Frequenzen die maximal erlaubte Spannungs-
amplitude linear mit der Frequenz absinkt. By,.x ist durch den Sattigungswert der magnetischen
Flussdichte in der Hysteresekurve begrenzt. Die typische Amplitudeniibertragungsfunktion ei-
nes Ubertragers ist in Abb. 7 dargestellt.

Im Gebiet I sind die Frequenzen so niedrig, dass der Ubertragerkern in die Sittigung gebracht
wird. Das Gebiet II entspricht dem Arbeitsbereich eines Ubertragers. Hier sind Eingangs- und
Ausgangsspannung iiber das Windungsverhéltnis nach Gleichung (24) gekoppelt. Im Gebiet III
gibt es eine Resonanz aufgrund von parasitidren Kapazitidten C zwischen den Windungen der
Spulen. Zusammen mit der Induktivitdt L der Spulen ergibt sich eine Resonanzstelle bei

1
_ 28
Ir 2my/ LC (28)
Aus der Breite des Resonanzpeaks Af = fr o — fr,u (definiert als der Abstand der Frequenzen,
bei denen die Amplitudeniibertragungsfunktion auf 1/v/2 des Peakmaximums abgefallen ist)
und der Resonanzfrequenz fgr ergibt sich die Giite ) als Maf fiir die Schérfe einer Resonanz:

_Ir _ r
C=AF T oo — Fn (29)
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Abbildung 7: Verhiltnis von Ausgangs- zu Eingangsspannung k eines Ubertragers (schema-

tisch). Die Werte wurden auf das Plateau (II) normiert. Man beachte die loga-
rithmische Skalierung der Ordinatenachse aufgrund von 20 - log |k/krr| dB.

Eine weitere Erhohung der Frequenz hat eine Verringerung der Amplitudeniibertragungsfunk-
tion zur Folge. Die Ursache hierfiir liegt in der Verkleinerung des kapazitiven Widerstandes
|Zc| = 1/(wC) der Windungen bzw. Wicklungslagen gegeneinander sowie durch Wirbelstrom-
verluste, Hystereseverluste beim Ummagnetisierungsvorgang usw.

Die Bandbreite der Ubertragungsfunktion B = fc,o — fa,u ist definiert als der Abstand
der Frequenzen, bei denen die Amplitudeniibertragungsfunktion auf 1/ V2 des Plateauwerts |k
abgefallen ist und darf nicht mit der Breite des Resonanzpeaks verwechselt werden.

3 Versuchsdurchfiihrung

1. Bauen Sie einen RC-Hochpass oder RC-Tiefpass mit den vorhandenen Bauelementen auf
(sieche Abb. 3).

a)

Nehmen Sie die komplexe Ubertragungsfunktion durch Anlegen einer Wechselspannung
mit variabler Frequenz (f > 10Hz) auf. Messen Sie das Amplitudenverhéltnis sowie die
Phasendifferenz von Eingangs- und Ausgangssignal in einem weiten Frequenzbereich.
? Uberlegen Sie sich vorab, wie Sie die Frequenzen wihlen miissen, damit Sie auf einer
logarithmischen Frequenzachse immer 4 dquidistante Messpunkte pro Dekade erhalten.
Bestimmen Sie die Grenzfrequenz durch direkte Messung mit dem AC-Millivoltmeter.
Stellen Sie dabei bei hinreichend niedriger bzw. hoher Frequenz (auf dem Plateau des
Filters) die Eingangsspannung so ein, dass auf dem Messgerdt 0dB angezeigt wird.
Veradndern Sie nun die Signalfrequenz bis die Anzeige —3 dB erreicht. Die eingestellte
Frequenz entspricht jetzt der Grenzfrequenz. Begriinden Sie dies mithilfe des Pegelma-
fes und der Definition der Einheit Dezibel. Uberpriifen Sie die Phasenlage zwischen
Eingangs- und Ausgangssignal. Fiihren Sie eine Fehlerrechnung fiir die Grenzfrequenz
durch und vergleichen Sie mit dem theoretischen Wert. 2 Bauelemente vermessen!

2. Schlieffen Sie an den bereitgestellten Transformator primérseitig den Frequenzgenerator
Agilent 33210A an und messen Sie sowohl auf der Primérseite als auch auf der Sekun-
dérseite die Amplituden. Nutzen Sie dafiir das AC-Millivoltmeter sowie parallel dazu das
Oszilloskop (siche Abb. 8). Variieren Sie die Frequenz in einem weiten Bereich.
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Abbildung 8: Zur Aufnahme der Amplitudeniibertragungsfunktion eines Transformators.

A Benutzen Sie immer das Oszilloskop, um die Kurvenform der Eingangs- und Aus-
gangsspannung zu iiberpriifen: Immer sinusférmig messen! Falls Verzerrungen auf-
treten: Eingangsspannung reduzieren. > Warum ist dies notwendig? Bitte fiigen
Sie eine kurze Diskussion mit in Thr Protokoll ein!

a) Bestimmen Sie die Amplitudeniibertragungsfunktion des Transformators iiber einen
weiten Frequenzbereich. Beginnen Sie bei 10 Hz und messen Sie bis oberhalb der Re-
sonanzfrequenz des Systems. Achten Sie darauf, dass Sie speziell in Bereichen grofer
Anderung hinreichend viele Messwerte aufnehmen. Geben Sie die Grenzfrequenzen fao
und fq , des Transformators an. In welchem Frequenzbereich ist der Transformator im
Arbeitsbereich (konkrete Werte)? Vergleichen Sie das gemessene Amplitudeniibertra-
gungsverhédltnis im Plateaubereich mit dem Windungsverhéltnis des Transformators.

b) Wiederholen Sie Aufgabe a) fiir f = 1 Hz. Legen Sie hier den Schwerpunkt auf die Be-
schreibung der Kurvenverlaufe CH1 und CH2 am Hameg HM1508 Oszilloskop im Digi-
talmodus. Welche besonderen Schwierigkeiten ergeben sich fiir die Messung der Uber-
tragungsfunktion eines Transformators bei solch niedrigen Frequenzen und warum?

¢) Bestimmen Sie die Resonanzfrequenz fgr des Transformators durch Amplituden- und
Phasenmessung. Bestimmen Sie die Breite des Resonanzpeaks Af = fgr o — fr,u und
berechnen Sie aus diesen Werten die Giite Q der Resonanz. Welches Ubertragungsver-
héltnis wird im Resonanzfall erreicht? Wovon ist dieses abhéngig?
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